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1 Vorstellung des Problems

1.1 Praxis:

Ein unregelmissiger Fahrgast der Bahn stellt sich vor jeder Fahrt die Frage, ob
es sich fiir ihn lohnt, eine Bahncard zu kaufen oder nicht. Diese Frage soll ihm
ein geeigneter Algorithmus moglichst gut (d.h. bei méglichst geringen Kosten)

beantworten.

1.2 Abstraktion
Das Problem wird durch drei Konstanten charakterisiert:

BP(C,B,T).
Wobei:

C > 0 :=Kosten einer Bahncard, (240DM).
B[0, 1] :=Faktor mit dem die Fahrpreise multipliziert werden diirfen, (0.5).

T > 0 :=Giiltigkeitsdauer einer Bahncard (1Jahr).

(In Klammern die jeweiligen Werte fiir die Bahncard der Deutschen Bahn)

1.2.1 Input:

Eingabefolge von Anfragen o = 010903... mit o; = (¢, p;).
Wobei t; =Zeitpunkt der Anfrage und p; =Regulérer Preis der Anfrage. Der

Algorithmus kann sich nun bei jeder Anfrage, bei der er noch nicht in Besitz



einer giiltigen Bahncard ist, dazu entscheiden eine Bahncard zu kaufen. Sie ist

dann sofort giiltig.

1.2.2 Output:

B-Schedule I'(0) mit 71 < 73 < 73... wobei jedes 7; einem Zeitpunkt ¢; aus der

Eingabefolge entspricht, an dem der Algorithmus eine Bahncard kaufen méchte.

1.2.3 Kosten:

Die zu minimierenen Kosten entsprechen den tatséchlich anfallenden Kosten fiir

die Bahncards sowie fiir die zu bezahlenden Fahrtickets.

2 Ein optimaler Offline-Algorithmus

Sei 0 = 01...0, eine Eingabefolge mit n Anfragen. Der Algorithmus konstruiert da-
raus einen gewichteten azyklischen Graphen G, mit Knoten s = 0g,01,...,0n, 0541 =
t, wobel s = (0,0) und ¢t = (t, + T,0) zwei “kiinstliche” Anfragen sind, die zu Be-
ginn und am Ende hinzugefiigt werden. Von jedem Knoten o; geht nun eine Kante
zum Knoten ;41 mit dem Kantengewicht p;. Diese Kante entspricht dem Fahren
ohne Bahncard. Ausserdem wird noch eine Kante zum dem Knoten, der nach einer
Giiltigkeitsdauer T erreicht wird, hinzugefiigt. Diese Kante bekommt als Gewicht
die Summe aller reduziert bezahlten Anfragen im Intervall [¢;,¢; + T) zuziiglich der
Kosten fiir eine Bahncard zugeordnet und entspricht dem Fahren mit Bahncard in-
nerhalb dieses Zeitraums. G,hat nun die Eigenschaft, dass jeder (s —* ¢)-Pfad in G~
genau einem B-Schedule und das Gesamtgewicht dieses Pfades den anfallenden Kosten
entspricht. Es wird nun also mittels Dijkstra-Algorithmus der kiirzeste (s —* ¢)-Pfad
gesucht.

Es zeigt sich, dass die Kosten die in den Intervallen in denen der optimale
Algorithmus eine Bahncard besitzt immer tiber einem kritischen Wert liegt.
Dieser Wert ist

Cerit = %

und entspricht den Kosten ab denen die Ersparnis durch reduzierte Fahrpreise

die Mehrkosten durch Kauf der Bahncard aufwiegt. Phasen in denen die An-

fragesumme {iber ¢, liegt heissen teuer, die anderen Zeitrdume preiswert.



3  Untere Schranke fiir deterministische Online-Algorithmen

3.1 Competitivitit

Ein Online-Algorithmus A ist d-competitiv, wenn fiir alle Eingabefolgen o gilt:
calo) <d- copt(a).

3.2 Untere Schranke

Wir konstruieren uns zundchst eine moglichst schlechte Eingabefolge fiir die
Online-Algorithmen: Sei € > 0 eine vernachlassigbar kleine Konstante. Wie
konfrontieren den Online-Algorithmus nun mit sehr dicht gedréngten Anfra-
gen, die alle die Kosten € produzieren. Alle Anfragen liegen innerhalb einer
Gltigkeitslange [0, 7). Entschliesst sich der Algorithmus schliesslich eine Bah-
ncard zu kaufen, endet die Eingabefolge sofort. Sei s die angefallenen Kosten
ohne die Kosten fiir die letzte Anfrage. Wir bilden nun f:—;‘

Es ist: |

Con1 = C + s+ Pe

und:
s+e s+e€< Cort
Copt = fir
C+pB(s+e) 5+ €2 Corit
Also ist
Cs+
% s+ € < Cerit
Conl — fiir
o Cts+8
) S €
CFpCste) s e Cori

Wir setzen nun s so, dass der Quotient moglichst klein wird, was fiir beide

Félle bei s = ¢y — € gilt. Eingesetzt ergibt sich:

Conl > CHcerig—c+pPe _ C—i—(i(jﬂ)_(l_ﬁ)6 — (1_5)6‘*2_5(1_»@)2 —

N - . C
Copt Cerit =5



— £ 2 e
2— 05— % fir s + € < cerit

und

cont ~ Cepri—etBe _ Ot gy —(1-P)e -
Copt — C+B(Ccrit) r&j

2—/3’—% fiir s + € > corit

Ein optimaler Online-Algorithmus muss also (2 — J)-competetiv sein.

Zwei einfache Online- Algorithmen erreichen diese Schranke nicht. Zum einen
NEVER, der niemals eine Bahncard kauft. Dieser ist }%—competetiv. Der TICKET-
OFFICE-Algorithmus ist dem Verhalten eines Bahnangestellten nachempfun-
den, der einem erst dann zu einer Bahncard rat, wenn die Kosten einer einzelnen
Fahrt ¢,y tibersteigen. Der TOA ist im Durchschnitt zwar besser als NEVER,
da er teuere Fahrten besser handelt. Im Worst-Case ist er allerdings nicht besser,
da auch er bei vielen Anfragen mit ¢ = ¢,y — € keine Bahncard kaufen wird.

Besser schlégt sich der im Folgenden vorgestellte Online-Algorithmus SUM:

4 Optimaler Online-Algorithmus SUM

4.1 Wie arbeitet SUM?

SUM merkt sich die Anfragen fiir die Dauer der Giiltigkeit einer Bahncard. Erre-
icht die Summe der nicht erméssigten Fahrten in diesem Zeitraum einschliesslich
der aktuellen Anfrage mindestens c.,;y, wird eine Bahncard gekauft, ansonsten

nicht. Also

re(t) > Corit



4.2 Competitivitit

Behauptung: SUM ist (2 — 3)-competitiv und somit optimal.

Beweis: Sei 0 = 0105... eine Eingabefoge und OPT(0) = 7179...7, der dazuge-
horige optimale B-Schedule. Mittels dieses B-Schedules lésst sich die Zeit
in Epochen einteilen [7; 7j41) mit 0 < j < k. Jede Epoche beginnt mit
einer teuren Phase (die Zeit in der OPT eine Bahncard besitzt) und en-
det mit einer preiswerten Phase. SUM wird in jeder Epoche héchstens
eine Bahncard kaufen. Diese ldsst sich der teuren Phase dieser Epoche
zurechnen. Die preiswerten Phasen sind dann unkritsch, da in dieser Zeit
SUM nicht mehr Kosten verursachen kann als OPT. Die teuren Phasen
werden nun genauer betrachtet und in drei Unterphasen I, I, I3 zerlegt.
Einzelne Unterphasen kénnen auch leer sein. In I} und I3 besitzt SUM
eine Bahncard, wahrend er in Phase I, keine Bahncard besitzt und somit
die vollen Fahrpreise zahlen muss. Sei nun s; die Anfragesumme, die in

Phase I; entsteht. Dann ergibt sich flir die Kosten von SUM bzw. OPT:

Csum — C + 89 + /6) : (31 + 53)
Copt = C 4+ (51 + s2 + s3)

Coum — CFsotB-(s14ss) Ctcerie C+(1£!ﬁ) —92_4
Copt C+B(s1+s2+s3) — C+B(cerit) O+1’%Lm "

SUM ist also optimal. Er verhalt sich aber recht pessimistisch, da er erst
dann eine Bahncard kauft, wenn OPT mit Sicherheit schon eine Bahncard be-
sitzt. Im Folgenden werde ich einen weiteren optimalen Online-Algorithmus

vorstellen, der frither als SUM seine Bahncards kauft.

5 Optimaler Online-Algorithmus OSUM

5.1 Wie arbeitet OSUM?

OSUM merkt sich ebenfalls die innerhalb des letzten Giiltigkeitsintervalls durch

regulére Anfragen angefallenen Kosten und setzt diese mit der zu entscheidenden



Anfrage wie folgt in Beziehung:

C—s(1=5) _.
P2 om0 e

5.2 Competitivitit
Behauptung: OSUM ist (2 — §)-competitiv und somit optimal.

Beweis: Der Beweis verlauft dhnlich wie bei SUM. Da OSUM aber innerhalb
einer Epoche eventuell mehr als eine Bahncard kauft, kénnen wie nicht
mehr alle Bahncards den teuren Phasen zurechnen. Kauft sich OSUM
innerhalb einer Epoche eine zusétzliche Bahncard, bezeichenen wir den
Zeitabschnitt ab Ablauf der letzten Bahncard bis zu dem Zeitpunkt an
dem die Entscheidung fallt als kritische Phase. Eine Epoche besteht dann
aus einer teuren Phase und sich abwechselnden preiswerten und kritischen
Phasen. Die teuren und preiswerten Phasen lassen sich wie bei SUM

gezeigt abhandeln. Fiir kritische Phasen ergeben sich folgende Kosten:

Cosum = C+s+ ,5p

Copt = S +p

~ C—s(1—p)
Cosum _ CtstfBp o Ctstfa _ Ctst8( g(l—ﬁf ) —
Copt s+p — s+a s+ 02—(51&_13—\/5)

2[C+s(1=P)]=B[C+s(1=8)] _ o _ 3
C+s(1—58) - -




