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Zusammenfassung

Diese Ausarbeitung behandelt den Artikel Recontamination does
not help to search a graph von Andrea S. LaPaugh [1]. Es geht um das
Spiel Sdubern eines Graphen: ein zu Anfang vollstiandig verseuchter
Graph soll mit Hilfe von Reinigern, die nach bestimmten Regeln iiber
die Kanten des Graphen bewegt werden, gesdubert werden. Bestimmte
Reinigungsstrategien kénnen dazu fithren, dafl bereits gereinigte Kan-
ten rekontaminiert werden. LaPaugh beweist die von Megiddo et al. [2]
geduBerte Vermutung, dafl jeder Graph auch ohne das Auftreten einer
Rekontamination mit einer minimalen Anzahl an Reinigern gesdubert
werden kann. Daraus folgt, dal Sdubern eines Graphen in NP liegt.
Zusammen mit der von Megiddo et al. bewiesenen NP-Schwere des
Problems ergibt dies den Nachweis der NP-Vollstédndigkeit.
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1 Einfiihrung

Wir betrachten zunéchst die Regeln des Spiels Sdubern eines Graphen. Ein
vollstdndig verseuchter, ungerichteter Graph soll mit mdglichst wenigen Rei-
nigern vollstdndig gesdubert werden. Dem Spieler sind folgende Spielziige
erlaubt:

(1) Setze einen Reiniger auf einen Knoten.
(2) Entferne einen Reiniger von einem Knoten.
(3) Bewege einen Reiniger iiber eine Kante.
Wir definieren ein paar Begriffe fiir die Knoten. Ein Knoten ist
e bewacht, wenn er von einem Reiniger besetzt ist;
e sauber, wenn alle seine eingehenden Kanten sauber sind;
e verseucht, wenn alle seine eingehenden Kanten verseucht sind;

o teilweise sauber, wenn seine eingehenden Kanten teilweise sauber und
teilweise verseucht sind.

Ein bewachter Pfad fiihrt iiber mindestens einen bewachten Knoten. Eine
verseuchte Kante kann auf zwei Weisen gereinigt werden:

e Zwei Reiniger stehen auf dem gleichen Endpunkt einer verseuchten
Kante. Einer der beiden wird iiber die Kante zum anderen Endpunkt
bewegt.

e Kin einzelner Reiniger steht auf einem Knoten, der bis auf eine einge-
hende Kante sauber ist. Der Reiniger wird iiber die einzige verseuchte
Kante bewegt.

Wir betrachten diskrete Spielstinde vor oder nach einem Zug, gegeben durch
die Menge der verseuchten Kanten und die Menge der bewachten Knoten.
Fine schon gereinigte Kante e wird rekontaminiert, wenn ein Zug einen Spiel-
stand zur Folge hat, in dem ein Pfad iiber unbewachte Knoten von einer
verseuchten Kante zur Kante e existiert.

Megiddo et al. [2] hatten bereits gezeigt, dafl das Entscheidungsproblem

Gegeben seien ein Graph G und eine natirliche Zahl k. Kann G mit
hdchstens k Reinigern gesdubert werden?

NP-schwer ist. Desweiteren hatten sie die Vermutung geduflert, daf fiir jeden
Graphen eine Reinigungsstrategie (eine Folge von Ziigen, die den zu Anfang
vollsténdig verseuchten Graphen vollstéindig sédubert) existiert, die den Gra-
phen mit der minimalen Anzahl an Reinigern auch ohne das Auftreten einer



Rekontamination séubert. Das hitte zur Folge, dafi das Entscheidungspro-
blem in NP liegt. Ein Orakel wiirde einfach die Reihenfolge raten, in der
die Kanten gereinigt werden. Anschlieflend kénnen wir in polynomieller Zeit
iiberpriifen, ob die Kanten mit k£ Reinigern in dieser Reihenfolge gesdubert
werden kénnen. Wir reinigen jede Kante der Reihenfolge nach auf eine der
zwei oben beschriebenen Weisen. Dazu miissen wir jeweils maximal zwei
Reiniger auf einen Endpunkt der Kante setzen und einen Reiniger iiber die
Kante bewegen. Ist nach der Reinigung der Kante ein sauberer Knoten be-
wacht, entfernen wir den Reiniger von diesem Knoten.
Im folgenden wollen wir die Vermutung beweisen.

2 Das Problem wird transformiert

Wir transformieren zunéchst unser Spiel. Nach jedem Zug sollen nun zwei
Bedingungen erfiillt sein:

(I) Kein Reiniger steht auf einem sauberen oder einem verseuchten Kno-
ten.

(IT) Auf keinem Knoten steht mehr als ein Reiniger.
Desweiteren gibt es nun zwei Arten von Spielziigen:
e Reinigungszug

(1) Setze eine Anzahl Reiniger auf beliebige Knoten.

(2) Reinige genau eine Kante nach den Regeln des urspriinglichen
Spiels.
(3) Entferne alle Reiniger, die Bedingungen (I) und (IT) nicht erfiillen.

o Rekontaminierungszug

(1) Entferne eine Anzahl Reiniger.
(2) Setze eine Anzahl Reiniger auf unbewachte Knoten.

(3) Rekontaminiere alle Kanten, die in der jetzigen Situation nach
den Regeln des urspriinglichen Spiels rekontaminiert wiirden.

(4) Entferne alle Reiniger, die Bedingungen (I) und (II) nicht erfiillen.

Lemma 1 Fir jede Reinigungsstrategie nach den alten Spielregeln, die mit
k Reinigern auskommt, gibt es eine Reinigungsstrategie nach den meuen
Spielregeln, die mit k Reinigern auskommt.

Beweis. Sei s, ein beliebiger Spielstand im urspriinglichen Spiel, beschrie-
ben durch die Menge der verseuchten Kanten und die Menge der bewachten
Knoten. Sei s, ein Spielstand nach den neuen Regeln, der also die Bedin-
gungen (I) und (II) erfiillt. Es gelte auflerdem:



(A) In sq und s, ist die Menge der verseuchten Kanten gleich.

(B) In s, ist die Menge der bewachten Knoten eine Teilmenge der in s,
bewachten Knoten.

Wir beweisen das Lemma per Induktion iiber die Anzahl der Spielziige nach
den alten Regeln. Der vollstdndig verseuchte, unbewachte Graph nach null
Ziigen bildet den Induktionsanfang. Hier sind (A) und (B) offensichtlich
erfiillt. Wir zeigen nun, daf es fiir jeden Spielzug m,, der einen Spielstand s,
nach den alten Regeln in einen Spielstand s, iiberfiihrt, einen Spielzug m,,
gibt, der einen dquivalenten Spielstand s, nach den neuen Regeln in einen
Spielstand s,,41 iiberfiihrt, so dal die resultierenden Spielstdnde wiederum
dquivalent sind im Sinne der Aussagen (A) und (B). Damit kénnen wir alle
Ziige in der Reinigungsstrategie nach den alten Regeln durch Ziige nach den
neuen Regeln ersetzen, ohne zusétzliche Reiniger aufzuwenden. Am Ende ist
der Graph vollstéindig sauber und alle Knoten sind unbewacht.

Von den k Reinigern, die uns insgesamt zur Verfiigung stehen, bezeichnen
wir diejenigen, die sich nicht auf dem Graphen befinden, als freie Reiniger.
Es gibt bekanntlich drei mogliche Ziige fiir m, nach den alten Regeln:

(1) Setze einen Reiniger auf einen Knoten. Dann ist m,, ein leerer Zug. Es
ist leicht zu sehen, dafl (A) und (B) weiterhin erfiillt sind.

(2) Entferne einen Reiniger von einem Knoten. Zunéchst ist m,, ein leerer
Zug, solange das Entfernen des Reinigers nicht zu Rekontaminationen
nach den alten Regeln fiihrt. Rekontaminationen finden nicht statt, wenn
der Knoten vor m, verseucht, sauber oder mehrfach besetzt war. Der
entfernte Reiniger hat keine Entsprechung in s,, daher sind (A) und
(B) weiterhin erfiillt. Rekontaminationen kénnen nur dann auftreten,
wenn in m, der einzige Reiniger von einem teilweise sauberen Knoten
entfernt wird. Teilweise saubere Knoten sind auch in s,, immer von einem
Reiniger besetzt, da in s, und s, die Menge der verseuchten Kanten
gleich ist. Wir konnen also folgenden Rekontaminierungszug nach den
neuen Regeln ausfithren:

(1) Entferne den Reiniger vom selben, teilweise sauberen Knoten, von
dem in m, der Reiniger entfernt wurde.

(2) Setze freie Reiniger auf all jene Knoten, die in Spielstand s, bewacht
und in Spielstand s,, unbewacht waren.

(3) Rekontaminiere.
(4) Entferne alle Reiniger, die die Bedingungen (I) und (II) der neuen

Regeln nicht erfiillen.

Fiir Schritt (2) sind geniigend freie Reiniger vorhanden, weil (B) vor m,,
erfiillt ist.



(3) Bewege einen Reiniger iiber eine Kante e. Hier sind zwei Félle zu unter-
scheiden:

e Die Kante e war verseucht und wird durch den Zug m, gerei-
nigt. Wir koénnen folgenden Reinigungszug nach den neuen Regeln
ausfithren:

(1) Setze solange freie Reiniger auf Knoten bis die gleiche Belegung
wie in Spielstand s, hergestellt ist inklusive Mehrfachbelegun-
gen.

(2) Reinige e genau wie in m,,.
(3) Entferne alle Reiniger, die Bedingungen (I) und (II) der neuen
Regeln nicht erfiillen.

e Die Kante e wird durch den Zug m, nicht gereinigt. Wenn der
gezogene Reiniger vor m, auf einem sauberen oder verseuchten
Knoten stand, dndert die Kante nicht ihren Zustand. Der Knoten
ist vor m,, unbewacht; m,, ist also ein leerer Zug und (A) und (B)
bleiben erfiillt. Wenn der gezogene Reiniger auf einem mehrfach
belegten, teilweise sauberen Knoten stand und iiber eine vor my,
saubere Kante e gezogen wird, dndert e ebenfalls nicht ihren Zu-
stand. Dieser Knoten ist vor m,, (einfach) bewacht und bleibt es
auch nach m,. Der Zug m, ist wiederum leer und (A) und (B)
bleiben erfiillt. Nur wenn der in m, gezogene Reiniger vor m, als
einziger Reiniger auf einem teilweise sauberen Knoten stand, wer-
den in m, Kanten rekontaminiert. In diesem Fall muf} m,, folgender
Rekontaminierungszug sein:

(1) Entferne den Reiniger von dem teilweise sauberen Knoten, von
dem aus in m, der Reiniger iiber e bewegt wurde.

(2) Setze den Reiniger auf den anderen Endpunkt von e. Setze Rei-
niger auf all jene Knoten, die in Spielstand s, bewacht und in
Spielstand s, unbewacht waren mit Ausnahme der Endpunkte
von e.

(3) Rekontaminiere.

(4) Entferne alle Reiniger, die die Bedingungen (I) und (II) der
neuen Regeln nicht erfiillen.

O

Lemma 2 Fir jede Reinigungsstrategie nach den neuen Spielregeln, die
mit k Reinigern und ohne Rekontaminationen auskommt, gibt es eine Rei-
nigungsstrategie nach den alten Spielregeln, die mit k Reinigern und ohne
Rekontaminationen auskommt.



Beweis. Eine Reinigungsstrategie nach den neuen Regeln, die ohne Rekon-
taminationen auskommt, besteht ausschliellich aus Reinigungsziigen. Reini-
gungsziige nach den neuen Regeln bestehen vollstdndig aus erlaubten Ziigen
nach den alten Regeln, von denen keiner zu Rekontaminationen fithrt. O

Wir wollen nun beweisen, dafl Rekontaminationen uns in einem Spiel nach
den neuen Regeln nicht dabei helfen, mit weniger Reinigern auszukommen.
Mit Hilfe einiger Lemmas werden wir etwaige Rekontaminierungsziige aus
einer beliebigen Reinigungsstrategie eliminieren ohne zusétzliche Reiniger
aufzuwenden. Am Ende werden wir unsere Erkenntnisse auf Spiele nach den
alten Regeln iibertragen.

Theorem 3 Gibt es fiir einen Graphen eine Reinigungsstrategie nach den
neuen Regeln, die mit k Reinigern auskommt, dann gibt es fir diesen Gra-
phen auch eine Reinigungsstrategie nach den neuen Regeln, die mit k Rei-
nigern und ohne Rekontaminationen auskommit.

Wir definieren zunéchst ein paar Schreibweisen fiir Ziige nach neuen Regeln.

e R bezeichne die Menge der Knoten, von denen wir in Schritt (1) eines
Rekontaminierungszuges Reiniger entfernt haben.

e P bezeichne die Menge der Knoten, auf die wir in Schritt (2) eines
Rekontaminierungszuges Reiniger gesetzt haben.

e Ny bezeichne die Menge der bewachten Knoten vor einem Zug.

e Ny.(mq...my) bezeichne die Menge der bewachten Knoten nach einer
Folge von Ziigen my...my

e E..im bezeichne die Menge der verseuchten Kanten vor einem Zug.

e Ecpim(my...my) bezeichne die Menge der verseuchten Kanten nach ei-
ner Folge von Ziigen my...my,

Wir definieren noch einen niitzlichen Begriff fiir Rekontaminierungsziige.

Definition 4 Ein Rekontaminierungszug heifle nicht redundant, falls fol-
gendes gilt:

(i) R und P sind disjunkt.

(ii) In Schritt (4) des Rekontaminierungszuges werden keine Reiniger ent-
fernt. Schritt (4) fallt also weg.

Lemma 5 Jeder Rekontaminierungszug kann durch einen nicht redundan-
ten Rekontaminierungszug ersetzt werden, der den gleichen Spielstand zur
Folge hat.



Beweis. Der redundante Zug darf in Schritt (2) Reiniger auf Knoten setzen,
von denen er in Schritt (1) Reiniger entfernt hat. Der nicht redundante Zug
verzichtet darauf, indem er die betreffenden Reiniger in Schritt (1) liegen
laBt. In Schritt (4) des redundanten Zuges sollen die Bedingungen (I) und
(IT) garantiert werden. (II) ist in jedem Fall erfiillt, da wir schon im redun-
danten Zug nur Reiniger auf unbewachte Knoten gesetzt haben. Was ist mit
Reinigern, die Bedingung (I) verletzen?

e Ist ein Knoten v nach Schritt (3) des redundanten Zuges bewacht und
verseucht, dann muf} jeder Pfad von diesem Knoten zu einer sauberen
Kante von einem weiteren Reiniger bewacht sein. Sonst wiirde die sau-
bere Kante rekontaminiert. Der nicht redundante Zug kann den Reini-
ger von v in Schritt (1) entfernen bzw. in Schritt (2) darauf verzichten,
ihn zu setzen, ohne dafi das Einflufl auf die Menge der rekontaminier-
ten Kanten hat.

e Ist ein Knoten v nach Schritt (3) des redundanten Zuges bewacht und
sauber, dann mufl der Reiniger in Schritt (2) gesetzt worden sein,
da vor dem Zug nur teilweise saubere Knoten bewacht waren und
keine Reinigungen stattgefunden haben. Jeder Pfad von v zu einer
verseuchten Kante mufl von einem weiteren Reiniger bewacht sein.
Sonst wiirde eine Kante von v rekontaminiert und v wére nicht sauber.
Der nicht redundante Zug kann in Schritt (2) darauf verzichten, einen
Reiniger auf v zu setzen.

O

Fin nicht redundanter Rekontaminierungszug r hat weitere niitzliche Eigen-
schaften:

(ili) Ngr(r) = (Ngr \R)UP
(iv) Jeder Knoten aus R ist vor r teilweise sauber und nach r verseucht.

(v) Jeder Knoten aus P ist vor r sauber und nach r teilweise sauber.

3 Lemmas zum Beweis von Theorem 3

3.1 Kombination zweier Rekontaminierungsziige

Zunichst werden wir Rekontaminierungsziige einsparen, indem wir direkt
aufeinanderfolgende Rekontaminierungsziige zu einem einzigen Rekontami-
nierungszug kombinieren. Dadurch wird zudem sichergestellt, dafl zwischen
zwei Rekontaminierungsziigen immer mindestens ein Reinigungszug liegt.

Lemma 6 Zwei direkt aufeinanderfolgende, nicht redundante Rekontami-
nierungszige 1 und ro konnen zu einem einzigen nicht redundanten Rekon-
taminierungszug v kombiniert werden, der den gleichen Spielstand wie riro
zur Folge hat.



Beweis. Der Zug r sehe folgendermaflen aus:

(1) Entferne alle Reiniger von der Menge R bewachter Knoten, definiert als

R:=R; U (R2 \Pl)

(2) Setze Reiniger auf alle (unbewachten) Knoten der Menge

P=PU (Pl \RQ)

(3) Rekontaminiere.

Wir miissen sicherstellen, dal r nicht mehr freie Reiniger benotigt als 7179,
dal aus r und ryry der gleiche Spielstand resultiert und dafl » nicht redun-
dant ist.

Wir zeigen zunéchst, daffi R und P disjunkt sind. Da die Knoten in Ry
nach r; wegen (iv) verseucht sind und die Knoten in P, vor ro wegen (v)
sauber sind, sind Ry und P» disjunkt. Nach (i) sind jeweils R; und P; \ Ra
sowie P, und Ry \ P; disjunkt. Ro\ P; und P; \ Ry sind offensichtlich disjunkt
und damit schliefllich auch R und P.

Aus der Disjunktheit von R und P ergibt sich, dal nach r kein Knoten
doppelt belegt ist. Denn wére ein Knoten v nach r von zwei Reinigern belegt,
miifite er gleichzeitig € Ny, (also vor r bzw. riry einfach belegt) und € P
sein. Da Ry und P disjunkt sind, ist v ¢ Ry. Weil v in P, oder in P,
liegen muf3, aber nicht in Rs liegen kann, mufl v € Ry sein, sonst wire v
entweder nach 71 oder nach ro doppelt belegt. Die Ziige r; und ro erfiillen
aber die Bedingung (II). Aus v € Ng, NPNR; kénnen wir einen Widerspruch
herleiten, da Ry und P wegen RNP = () disjunkt sind. Also kann kein Knoten
gleichzeitig € Ny, und € P und damit nach r doppelt belegt sein.

Um zu zeigen, daf} r nicht mehr freie Reiniger als 7179 benétigt, brauchen
wir jetzt noch Ny, (1) = Ny, (r172).

FEinerseits:

Ngr(r) = (Ngy \R)UP

= (Ngr \ (Rl U (R \P1)) ) U (Pz U (P R2))
R —p
_ ( (Nor \ (2 P1)) \R1> U(P\ Ry) U Py
=Ngr\Ra, da NyrnPy=0

= (Ngr \ (RaUR1)) U (P \ Ro) U P,

Andererseits:

Ngr(rl'rQ) = (Ngr(Tl)\RQ)UPQ
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=Ngr (r1)

= ( Ngr\Rl UP1)\R2>UP2
((Ngr \ B1) \ Ra) U (P \ Ra) U Py

= (N \ (R2URy)) U (P1\ Ro) U Py
= Ny (1)

Um einen identischen Spielstand sicherzustellen, brauchen wir zum Ab-
schlufl noch Epn (1) = Eeptm(rir2). Kanten, die vor r bzw. riry verseucht
waren, sind auch nach r bzw. rire verseucht, da kein Reinigungszug aus-
gefithrt wurde. Wir brauchen also nur rekontaminierte Kanten zu betrach-
ten.

® Ecntm(r) 2 Ecptm(rir2): Angenommen, eine Kante e ist urspriinglich
sauber und nach riry verseucht. Wir unterscheiden zwei Falle:

— Kante e ist in r; rekontaminiert worden. Es gab also in Schritt
(3) von 71 einen unbewachten Pfad von einer verseuchten Kante
€ FEenpm zu e. Alle Knoten entlang dieses Pfades sind nach rq
unbewacht und verseucht und waren ¢ P;. Zug ro setzt keine
Reiniger auf verseuchte Knoten, also sind sie gleichfalls ¢ P.
Wegen P = P, U (P; \ Ra) setzt auch r keine Reiniger auf die
Knoten entlang des Pfades; auflerdem entfernt » wegen R O R;
jeden Reiniger, der in r1 entfernt wird. Der Pfad ist auch in Schritt
(3) von r unbewacht und e wird rekontaminiert.

— Kante e ist in ry rekontaminiert worden. Es gab also in Schritt (3)
von 7o einen unbewachten Pfad von einer verseuchten Kante f €
Ecntm/(r1) zu e. Wegen Ny, (1) = Ng,(rir2) ist dieser Pfad auch
in Schritt (3) von r unbewacht. Die Kante f konnte schon vor
r1 verseucht gewesen sein, dann ist sie auch wahrend r verseucht.
Sie konnte aber auch in r; rekontaminiert worden sein. Fiir diesen
Fall haben wir gerade bewiesen, dafl f auch in r rekontaminiert
wird. In beiden Féllen existiert ein unbewachter Pfad von einer
verseuchten Kante f zu e und e ist auch nach r verseucht.

e Eenim(r) C Ecpm(rire): Angenommen, die Kante e ist in r rekonta-
miniert worden. Es gab also in Schritt (3) von r einen unbewachten
Pfad von einer verseuchten Kante f € Ecpuy, zu e. Wegen Ny, (r) =

Ngr(ri72) ist dieser Pfad auch in Schritt (3) von ro unbewacht. Da in

r1 keine Reinigungen stattfinden, ist f auch vor ro verseucht und e

wird rekontaminiert.

Aus der Gleichheit der Spielstinde nach 7179 bzw. r und der Nichtredundanz
von r9 ergibt sich auch die Nichtredundanz von r, also dafl r tatséchlich
keinen Schritt (4) benotigt. O



3.2 Aufteilung eines Rekontaminierungszuges

Grundsétzlich unterscheiden wir zwei Arten von Rekontaminierungsziigen.
Solche, die freie Reiniger verbrauchen und solche, die zusétzliche Reini-
ger freigeben. Wir miissen diese beiden Arten von Rekontaminierungsziigen
spater unterschiedlich behandeln, um sie aus einer Reinigungsstrategie zu
eliminieren. In bestimmten Féllen kann ein Rekontaminierungszug in zwei
neue Rekontaminierungsziige aufgeteilt werden, so dafl zumindest der erste
der beiden zusétzliche Reiniger freigibt.

Definition 7 Sei r ein nicht redundanter Rekontaminierungszug. Eine
Knotenmenge C' heifit unbewachte Trennmenge von R und P, wenn jeder
Pfad von einem Knoten in R zu einem Knoten in P entweder einen Knoten
aus C oder einen Knoten aus N, \ R enthélt. Auerdem sollen C' und N, \ R
disjunkt sein.

Die Menge C kann keine echte Teilmenge von P sein. Jeder Knoten in P ist
vor r sauber und unbewacht und nach r teilweise sauber und bewacht. In
Schritt (3) von r muB es von jedem Knoten in P einen unbewachten Pfad
zu einem Knoten in R geben. Jeder solche Pfad muf3 aber einen Knoten aus
C enthalten, welche jedoch alle bewacht sind, wenn C' eine echte Teilmenge
von P ist.

Lemma 8 Seim ein nicht redundanter Rekontaminierungszug. Wenn eine
minimale unbewachte Trennmenge C mit |C| < |R| und C # P existiert,
dann kann m in folgende zwei nicht redundante Rekontaminierungsziige mq
und my aufgeteilt werden. Zug my entfernt die Reiniger von Ry := R\ C und
setzt Reiniger auf Py := C'\ R, Zug my entfernt die Reiniger von Ry := C\ P
und setzt Reiniger auf Py := P\ C. Siehe Abbildung 1 auf Seite 11.

Beweis. Offensichtlich erfiillen m; und ms Bedingung (i) fiir nicht redun-
dante Rekontaminierungsziige. Den Nachweis, dafi sie auch die Bedingung
(ii) erfiillen, fithren wir spéter. Um my und msy den Regeln entsprechend
durchfiihren zu kénnen, miissen wir folgendes sicherstellen:

e Die Knoten in R; sind vor Schritt (1) von m; bewacht: Alle Knoten
in R sind urspriinglich bewacht, also auch alle Knoten in Ry = R\ C.

e Die Knoten in P; sind vor Schritt (2) von m unbewacht: C' und Ny, \ R
sind disjunkt, daher sind urspriinglich alle Knoten in P, = C'\ R
unbewacht.

e Es stehen geniigend freie Reiniger fiir die Durchfiihrung von m; zur
Verfiigung: Wir zeigen, dafl m; ohne freie Reiniger auskommt, weil in
Schritt (1) von m; mehr Reiniger aufgehoben werden, als in Schritt
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.

vor m bzw. mims

Schritt (1) von m; Schritt (1) von mg

Schritt (2) von my Schritt (2) von mq

Abbildung 1: Schema der Mengenbeziehungen in Lemma 8. Bewachte Kno-
tenmengen sind schwarz dargestellt. Es gilt Ng,.(m) = Ny, (mima).
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(2) gesetzt werden, also |Pj| < |R;|. Nach Voraussetzung ist |C| < |R].
Wir folgern

B[ — || = |[R\C|[—|C\R|
= |RI—[RNC|-(IC]-[CNR]|)
— |R|—|C| > 0.

Der Zug m; gibt sogar zusétzliche Reiniger frei.

Die Knoten in Ry sind vor Schritt (1) von mgy bewacht: Alle Knoten
in C sind nach m; bewacht, also auch alle Knoten in Ry = C'\ P.

Die Knoten in P; sind vor Schritt (2) von mg unbewacht: Nach mq ist
eine Knotenmenge

Nyp(mi1) = (Nge \ (R\ C)) U(C'\ R) € Ny UC

bewacht. Da Ny, und P disjunkt sind und P, = P\ C, sind nach m,
alle Knoten in P, unbewacht.

Es stehen gentiigend freie Reiniger fiir mo zur Verfiigung: Vor ms stehen
auf jeden Fall mehr freie Reiniger zur Verfiigung als vor mi, da wie
oben gesehen |R;|—|P;| = |R|—|C| > 0. Zug my benétigt |P2| —|Rz2| =
|[P\ C|—|C\ P|=|P|—|C]| freie Reiniger. Da schon m; mindestens
|R| —|C| Reiniger freigibt, kénnten wir nur im Fall |P| > |R| Probleme
bekommen. In diesem Fall standen aber schon dem urspriinglichen Zug
m mindestens |P|—|R| > 0 freie Reiniger zur Verfiigung. Diese werden
von my nicht angeriihrt. Vor mg haben wir dann |P|—|R|+|R|—|C| =
|P| — |C| und damit ausreichend viele freie Reiniger.

Die Ziige m1 und ms sind durchfithrbar und bendtigen zusammen nicht mehr
freie Reiniger als m. Wir beweisen nun, dafl aus m und mymeo der gleiche
Spielstand resultiert, also zunéchst Ng,.(m) = Ngp(mima):

Nyp(mims) = (Nge(m1) \ Ra) U Py

Ngr\Rl Upl) \R2> UP

(
- ( \R\C))U(C\R))\(C\P)>U(P\C)
(&

ARGV (E\P))
u((C\R)\(C\ P)) U(P\ C)

:(C\(C\P))\R:(Cmp)\R:CnP, da R und P disjunkt
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— <Ngr\ ((R\C)u(C\P)) )U(CHP)U(P\C)

= (R\(C\P)) U(C\P)=RU(C\P), da R und P disjunkt

= (Ngr\(RU(C\P))) U(CNP)U(P\O)
=(Ngr\R)\(C\P)=Ngy,-\R, da Ng, \ R und C disjunkt

= (Nyo\R)U(CNP)U(P\C)

= (Ngr \ R)UP = Ng,(m)

AuBerdem muB Ecpppm(m) = Eepm(mims) gelten. Wir brauchen erneut
nur rekontaminierte Kanten zu betrachten.

e Ecim(m) C Eepgm(mims): Sei eine Kante e durch den Zug m re-
kontaminiert worden. In Schritt (3) von m existiert ein unbewach-
ter Pfad von e zu einem Knoten in R, der also vor m bewacht und
teilweise sauber war und nun unbewacht und verseucht ist. Wegen

Ngr(m) = Ngy(mims) ist dieser Pfad einschliefllich des genannten
Knotens in R in Schritt (3) von mg ebenfalls unbewacht und e wird
rekontaminiert.

L Ecntm(m) ) Ecntm(mlmZ):

— Sei eine Kante e durch den Zug m; rekontaminiert worden. Es
existiert also in Schritt (3) von m; ein unbewachter Pfad von e
zu einem Knoten aus Ry = R\ C. Dieser Pfad kann keine Knoten
aus Ng, \ R enthalten, welche durchgehend bewacht sind. Er kann
auch keine Knoten aus P enthalten, da er sonst iiber Knoten aus
der Trennmenge C' oder aus Ny, \ R fithren miifite, welche nach
my alle bewacht sind. Der Pfad enthilt demnach keine Knoten
aus Ng,(m) = (Ng \ R) U P und ist damit in Schritt (3) von m
unbewacht.

— Siehe fiir das Folgende Abbildung 2 auf Seite 14. Sei e nun durch
mg rekontaminiert worden. Es existiert also in Schritt (3) von mg
ein unbewachter Pfad von e zu einem Knoten v € Ry = C'\ P.
Dieser Pfad enthilt keine Knoten aus P oder Ny, \ R, welche
nach mg alle bewacht sind. Aus der Minimalitét der Trennmenge
C konnen wir folgern, dafl es einen Pfad von einem Knoten in
P iiber v € C'\ P zu einem Knoten w € R (v = w ist mdglich)
geben mufl. Das Pfadstiick zwischen v und w enthélt aufler v
keine weiteren Knoten aus C' und keine Knoten aus Ny, \ R oder
P. Ansonsten wire C nicht minimal, da wir v aus C entfernen
konnten. Der Pfad von w iiber v zu e ergibt einen unbewachten
Pfad in Schritt (3) von m.
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o
w € R ™ in Schritt (3) von m unbewachter Pfad
. aus Knoten ¢ C, ¢ Ny, \ Rund ¢ P

Rekontaminierungspfad fiir e in meo
aus Knoten ¢ Ny, \ R und ¢ P

\ o ®

‘e, in meo rekontaminiert

Abbildung 2: Aus Rekontaminierung in mso folgt Rekontaminierung in m.
Nach m bzw. mo verseuchte Kanten sind gestrichelt dargestellt. Der Knoten
in P ist nach m bzw. ms bewacht. Die Rekontaminierung in m erfolgt von
w iiber v zu e.

Aus der Gleichheit der Spielstinde nach m und nach mjmso und der Nicht-
redundanz von m folgt, daB fiir me Bedingung (ii) erfiillt ist. Wir benétigen
also keinen Schritt (4) und my ist nicht redundant. Es bleibt zu zeigen, dafl
Bedingung (ii) auch fiir my erfiillt ist, dafl also nach mq nur teilweise saube-
re Knoten bewacht sind. Jeder nach m; bewachte Knoten liegt entweder in
C oder in Ny, \ R. Jeder Knoten in Ny, \ R ist urspriinglich bewacht, also
teilweise sauber, und nach meo immer noch bewacht, also teilweise sauber.
Da wir zwischen mj; und mq keinen Reinigungszug ausfithren, mufl jeder
Knoten in Ny, \ R auch nach m; teilweise sauber sein.

Sei g also ein Knoten in C. Aus g € C' und der Minimalitét der Trenn-
menge C konnen wir folgern, dafl ¢ auf einem Pfad p liegt, der von einem
Knoten in R zu einem Knoten in P fiihrt und der aufler dem Start- und
Endpunkt keine weiteren Knoten aus R oder P enthélt, sowie aufler g keine
weiteren Knoten aus C' oder Ny, \ R. Siehe fiir das Folgende Abbildung 3
auf Seite 15.

e Liegt g in R, dann war er vor m; bewacht, also teilweise sauber. Nach
m1 kann er nicht sauber sein, da wir keine Kanten gereinigt haben. Er
ist also verseucht oder teilweise sauber.

e Liegt g nicht in R, dann liegt p“s Endpunkt in R nicht gleichzeitig in
C'. Die Kanten des Pfades von diesem Endpunkt in R\ C' zu g sind
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€ER geC epP

i cp €R\ geC\R €P
.@\N\/Q @ et @
€R geC\P €P\C € f =

Abbildung 3: Alle Pfade bestehen aufler den eingezeichneten Knoten nur
aus Knoten ¢ R, ¢ P, ¢ C und ¢ Ny, \ R und sind nach m; unbewacht.
Verseuchte Pfad sind gestrichelt dargestellt.

nach m;y verseucht. Also kann g nicht sauber sein, sondern ist teilweise
sauber oder verseucht.

In jedem Fall ist g entweder teilweise sauber oder verseucht.

e Liegt g in P, dann ist er nach my bewacht, also teilweise sauber.
Zusammen mit der Tatsache, dafl g nach m; teilweise sauber oder
verseucht war, mufl g auch nach m; teilweise sauber sein, da keine
Reinigungen stattfinden.

e Liegt g in C'\ P, dann kann g nach mj nicht verseucht sein. Denn
sonst wiren alle Kanten auf p zwischen g und p’s Endpunkt in P\ C
nach my ebenfalls verseucht. Alle Knoten aufler g auf diesem Weg sind
unbewacht, da sie weder in C' noch in Ny, \ R liegen. Der Endpunkt in
P\ C ist nach m; ebenfalls unbewacht, wiirde also verseucht werden.
Dies kann nicht sein, da er nach mo teilweise sauber ist, aber keine
Reinigungen stattgefunden haben. Also ist g nach m; teilweise sauber.

Fazit: Jeder nach m; bewachte Knoten ist teilweise sauber. Kein Reiniger
muf} in Schritt (4) entfernt werden. Schritt (4) fillt aus und m; ist nicht
redundant. O
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3.3 Vorziehen eines Rekontaminierungszuges

Mit Lemma 6 von Seite 7 konnen wir jede Reinigungsstrategie so umformen,
dafl zwei Rekontaminierungsziige immer von mindestens einem Reinigungs-
zug unterbrochen werden. Im folgenden werden wir sehen, dafl ein Rekon-
taminierungszug, der keine freien Reiniger verbraucht, vorgezogen werden
kann. Im besten Fall konnen wir solche Rekontaminierungsziige vor alle Rei-
nigungsziige vorziehen und somit unnotig machen.

Lemma 9 Sei s, ein nicht redundanter Rekontaminierungszug, dem un-
mittelbar ein Reinigungszug s. vorausgeht, welcher eine Kante e reinigt.
Wenn die Zahl freier Reiniger nach s, mindestens so grofS ist wie vor s,
(also |Rs,| > |Ps,|), konnen wir s, und s. durch einen neuen Rekontaminie-
rungszug t. und einen neuen Reinigungszug t. ersetzen, so daf$ t, dem Zug
t. vorausgeht und aus der Zugfolge t.t. der gleiche Spielstand resultiert wie
aus der Zugfolge s.s, .

Beweis. Seien m. und n. die Endpunkte von e. Grundsétzlich unterscheiden
wir zwel Fille. Entweder wird e in s, rekontaminiert oder e ist nach s, sau-
ber. Wir miissen jeweils zeigen, daf3 die neuen Ziige ¢, und t. durchfiihrbar
sind und dafl aus den Zugfolgen s.s, und t,.t. der gleiche Spielstand resul-
tiert.

e Die Kante e wird in s, rekontaminiert. In diesem Fall lassen wir ¢, leer
und iiberlegen uns nur, was ¢, zu tun hat.

(1) Entferne die Reiniger von den Knoten in

Ri, i= (B \ fmesned ) U ( (Imesneh 0N )\ Nos(se5,)).

In Worten: Wir entfernen in jedem Fall die Reiniger von allen
Knoten in R, aufler m, und n.. Von m,. und n. werden jeweils
nur dann Reiniger entfernt, wenn m, und n, jeweils einerseits vor
seSr bewacht und jeweils andererseits nach s.s, unbewacht sind.

(2) Setze Reiniger auf Knoten in P, := P\ {me,nc}

(3) Rekontaminiere.

Fiir die Durchfiihrbarkeit des Zuges t, miissen wir zunéchst zeigen, dafl
die Knoten in Ry, vor t, bewacht sind und dafl die Knoten in P, in
Schritt (2) von ¢, unbewacht sind. Da sich Ny, (Ausgangssituation vor
ty) und Ny, (s.) (Ausgangssituation vor s,) nur in der Belegung von m,
und n, unterscheiden kénnen, sind alle Knoten in P;, = P\ {me,ne}
unbewacht. Alle Knoten in Ry, bis auf eventuell m, und n. sind auch
in R, und daher bewacht. Die Knoten m, und n. liegen nur dann in
Ry, , wenn sie gleichzeitig in Ny, liegen, also bewacht sind.
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Desweiteren miissen wir sicherstellen, daf} fiir ¢, geniigend freie Reini-
ger zur Verfiigung stehen und dafl aus den Ziigen s.s, und ¢, jeweils der
gleiche Spielstand resultiert. Hierzu unterscheiden wir zwei Unterflle.
Da e nach s, sauber und nach s, verseucht ist, muf} s, einen Reiniger
von einem Endknoten von e mit Grad > 2 entfernt haben. Wir nehmen
ohne Einschrankung an, daf§ n, dieser Knoten ist. Im ersten Unterfall
ist der Knoten m, ebenfalls unbewacht. Im zweiten Unterfall ist m,
bewacht.

— Nach s, ist sowohl n. als auch m. unbewacht. Wir kiimmern
uns zundchst um den Spielstand. Die Mengenpaare (Rs,, Ry, ),

(Ps,, P, ) und (Ngr, Ngr(sc)) unterscheiden sich jeweils hochstens
darin, ob sie m, und/oder n. enthalten. Um also

Nor(tr) = (Ngr \ Rt,) U By, = Ngr(scsr) = (Ngr(se) \ Rs,) U Py,

zu zeigen, miissen wir nur iiberpriifen, ob m, und n. nach t,
bzw. s.s; im gleichen Belegungszustand sind. Der Zug s, entfernt
alle Reiniger, die nach s. auf m, und/oder n. liegen. Der Zug
t, entfernt alle Reiniger von m. und/oder n., sofern sie in Ny,
liegen. Sind n. und/oder m, vor s. unbewacht, bleiben sie dies
auch nach ¢,.. Die beiden Knoten m, und n. sind nach s.s;, bzw.
t, im gleichen Zustand und damit gilt Ng,(s¢s,) = N (t,).

Da in Schritt (3) von ¢, und s, jeweils die gleiche Menge Knoten
bewacht ist, folgt auch Eepim(tr) = Eentm(Sesr). Die Kante e wird
in s, rekontaminiert. Die Tatsache, dafl e schon vor ¢, verseucht
ist, fithrt nicht zur Rekontamination weiterer Kanten. Aus der
Gleichheit der Spielstdnde folgt auch, dafl wir auf einen Schritt
(4) von t, und einen neuen Reinigungszug t. verzichten kénnen.
Der Zug t, ist nicht redundant.

Wir betrachten nun, ob geniigend freie Reiniger fiir ¢, zur Verfiigung
stehen. Sei ¢; die Anzahl der Reiniger auf Endpunkten von e vor
se und 99 die Anzahl der Reiniger auf Endpunkten von e nach s..
Da n. und m, nach s.s, und nach ¢, unbewacht sind, hat s, die
02 Reiniger entfernt und ¢, hat die d; Reiniger entfernt. Es gilt

’Rtr‘ = ’Rsr’ — 02 +d1 —0
—_—— ——
=|Rs, \{mene}| :‘ ({mesne}Ngr )\Nar (5050
= ‘RST’ +51 - 52

und wegen |Ps | < |Rs, | und |P;, | = |Ps,| gilt

|Pt, | < |Rs,.| = |Ry,| — 61 + 02
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Es kann durchaus sein, da |R;.| < |P;.|, da also der Zug ¢,
mehr Reiniger setzt als er aufhebt. In jedem Fall stehen aber
09 — 01 freie Reiniger durch das Auslassen von s, zur Verfiigung
und damit geniigend Reiniger fiir die Durchfiihrung von ¢,.

Nach s, ist m. bewacht und n. unbewacht. Die Kante e ist also
iiber n, rekontaminiert worden. Wir befassen uns zunéchst mit
dem Spielstand. Der Knoten n, ist nach s, unbewacht und da-
her verseucht. Da m. bewacht ist, mufl er teilweise sauber sein,
es muf} also mindestens eine saubere, ausgehende Kante geben.
Diese Kante ist auch schon vor s. sauber, da wir in s. nur e ge-
reinigt haben. Der Knoten m, ist also auch vor s. schon teilweise
sauber und bewacht. Wenn n, vor t, bewacht ist, wird der Reini-
ger in t, entfernt; Knoten m. dagegen bleibt nach der Definition
von Ry, bewacht. Wieder sind also m. und ne nach ¢, bzw. s.s,
im gleichen Belegungszustand. Daraus folgen wie im vorherigen
Unterfall Ng,(t,) = Ngr(scsy) und Eepim (tr) = Eentm/(Scsr).

Es bleibt zu zeigen, daf fiir £, in jedem Fall geniigend Reiniger
zur Verfiigung stehen. Wegen n. ¢ Ng.(scS,), me € Ny und
Mme € Ngp(sesr) (und damit me ¢ R,) gilt:

Rtr = (R3r \ {me’ne}) U <<{m6’n6} N Ng?’) \NHT(SCST)>
- (RST \ {ne}) U <<{me} U (Ngr N {ne})) \ {me}>
= (Ba\ (ne}) U (N 0 {ne})

Desweiteren ist n, € Ny, hier gleichbedeutend mit n. € Ry, , da
auf jeden Fall n. ¢ Ny (scs,). Deshalb gilt:

[Be| = | (B \{ne})| +|(Nor 0 {e})|
= |RS7‘| - ‘(RST N {ne}) + ‘(Rtr N {ne})‘

Nur wenn n. in Ry, (also in Ny, (s.), das heifit nach s, bewacht)
und gleichzeitig nicht in Ry, (also nicht in Ny, das heifit vor s.
bzw. t, unbewacht) liegt, tritt der Fall |R;, | = |Rs,|—1 und damit
|R:,| < |Rs,| ein. In allen anderen Féllen haben wir

’Rtr‘ Z ‘RST‘ Z ‘Psr’ Z ‘Ptr‘

und ¢, kommt ohne freie Reiniger aus. Sei also n. € R, und
ne ¢ Ry, und damit |R;,. | = |Rs,| — 1. Wenn nun m, zwischen s,
und s, unbewacht ist, dann liegt m, in P . Dann gilt

|Rt'r| = |R37‘| -1 Z |P37‘| —-1= |Pt7‘|'
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e T

Y

dieser Reiniger steht
128 fiir t,. zur Verfiigung

vor s, bzw. t, [ Y

Abbildung 4: Durch das Auslassen von s. steht fiir ¢, ein zusétzlicher freier
Reiniger zur Verfiigung.

Das Problem |R;,| < |P,,| tritt also nur dann auf, wenn n. vor
sc unbewacht ist (m, ist vor s. in jedem Fall bewacht) und nach
s sowohl m, als auch n. bewacht sind. Siehe dazu Abbildung 4
auf Seite 19. Das Auslassen von s, bringt uns genau einen freien
Reiniger fiir die Durchfiihrung von ¢,. Es stehen

|Rtr| + 1= |Rs'r| 2 |P37‘| = |Pt7‘|
und damit ausreichend viele Reiniger zur Verfiigung.

e Die Kante e ist nach s, sauber. Weder m, noch n. liegen in R, , da
me und n. teilweise sauber sind, falls sie vor s, bewacht sind. Das
Entfernen eines Reinigers von m, oder n, wiirde zur Rekontamination
von e fithren. Unser Beweis ist einfacher, wenn wir zulassen, daf} ¢,
redundant ist:

1)

2)

3)

4) Entferne die Reiniger, die die Bedingungen (I) und (II) verletzen.

Entferne die Reiniger von R, := Rj, ;
Setze Reiniger auf P, := Py, \ {me,n.};
Rekontaminiere;

(
(
(
(

Der Zug s. kann nur den Bewachungszustand der Knoten m, und n.
verdndern. Da alle Knoten in Ry, vor s, bewacht sind und R, weder
me noch n. enthilt, sind auch alle Knoten in R;. vor ¢, bewacht.
Da alle Knoten in Ps, bis auf eventuell me und n. vor s, unbewacht
sind, sind auch alle Knoten in P, vor ¢, unbewacht. Desweiteren sind
geniigend Reiniger vorhanden, um ¢, durchzufiihren, weil

|Rt'r| = |R37‘| 2 |P37‘| 2 |Pt'r|'
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Allerdings muf} nun t. die Kante e reinigen und wir miissen zeigen
daf} t.t. den gleichen Spielstand wie s.s, zur Folge hat. Wir zeigen
zunéchst

Ecntm(scsr) - Ecntm(tr) \ {6}7

also dafl nach s.s, und t, jeweils die gleiche Kantenmenge verseucht
ist mit Ausnahme von e. Die Kante e ist nach ¢, verseucht und nach
S¢Sy sauber.

Der Reinigungszug s. hinterldafit nur Reiniger auf teilweise sauberen
Knoten. Da s. nur e gereinigt hat, ist der Verseuchungsgrad aller
Knoten aufler eventuell m, und n. gleich geblieben. Die Mengen der
bewachten Knoten in Schritt (3) von s, und ¢, unterscheiden sich
hochstens in den Endpunkten von e.

Sollte es also in Schritt (3) von s, einen unbewachten Pfad von einer
verseuchten zu einer sauberen Kante geben, der aber in Schritt (3)
von t, bewacht ist, dann miifite dieser Pfad in Schritt (3) von s, einen
unbewachten Endpunkt von e enthalten. Dadurch wiirde e in s, re-
kontaminiert, was im Widerspruch zu unserer Annahme steht, dafl e
sauber ist.

Siehe fiir das Folgende Abbildung 5 auf Seite 21. Sollte es umgekehrt
in Schritt (3) von t, einen unbewachten Pfad von einer verseuchten zu
einer sauberen Kante geben, der aber in Schritt (3) von s, bewacht ist,
dann miiite dieser Pfad einen Endpunkt von e enthalten, der schon
vor s, bzw. t, unbewacht ist, da kein Endpunkt von e in R;. = R,
liegt. Der Reiniger kann also nicht erst in Schritt (1) von ¢, aufgeho-
ben worden sein. Daraus folgt, daf dieser Endpunkt vor und nach ¢,
verseucht ist, da e vor s. bzw. t, verseucht ist. Sei m, derjenige solche
Endpunkt, der ndher an der sauberen Kante liegt. Dann liegt e nicht
auf dem Pfad von m, zu der sauberen Kante. Da m, vor s. verseucht
war, sind vor s, alle von m, ausgehenden Kanten aufler e verseucht,
darunter die erste Kante auf dem Pfad von m,. zur sauberen Kante.
Da dieser Pfad sowohl in s, als auch in ¢, unbewacht ist (alle Kno-
ten aufler m, und n, haben den gleichen Verseuchungsgrad), wird die
saubere Kante in beiden Ziigen rekontaminiert.

So ist Ecntm (SeSr) = Eengm(tr)\{e} sichergestellt. Kante e ist nach s.s,
sauber und nach ¢, verseucht. Wir miissen zum Abschlufl noch einen
Reinigungszug t. entwerfen, der die Kante e reinigt. Betrachten wir
die moglichen Fille fiir t.. Wir iiberpriifen, ob gentigend freie Reiniger
zur Verfiigung stehen.

— Kante e kann in t. ohne freie Reiniger gereinigt werden. Siehe
Abbildung 6 (a) auf Seite 23. In diesem Fall ist ein Endknoten
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Reiniger wurde entfernt @ e

e
Schritt (3) von t,: g ______ 0 Me
.. ------------------- °
/ rekontaminiert
unbewacht
Ne
. unbewacht
Schritt (3) von s,: Me
@ et e e )
rekontaminiert

Abbildung 5: Aus Rekontamination in ¢, folgt Rekontamination in s,.

me vor t. sauber bis auf e. In ¢, wird der Reiniger auf m, iiber e
auf n. geschoben.

— Kante e benétigt in t. zwei freie Reiniger, um gereinigt zu werden.
Siehe Abbildung 6 (b). In diesem Fall sind die Knoten m, und
ne vor t. beide verseucht, vom Grad > 2 und unbewacht. Wir
bilden t. dann wie folgt: Zwei Reiniger werden auf m. gesetzt und
einer der beiden iiber e auf n. geschoben. Wegen Eppm (Scsy) =
Ecptm(ty) \ {e} sind m, und n. nach s.s, bis auf e verseucht, also
teilweise sauber. Daher sind m,. und n. nach s.s, bewacht. Diese
beiden Reiniger sind nach ¢, frei und stehen fiir ¢, zur Verfiigung.

— Kante e benétigt in . einen freien Reiniger, um gereinigt zu wer-
den. Hier gibt es zwei Fille.

x Der Zug s. benotigt ebenfalls einen freien Reiniger, um e zu
reinigen. Siehe Abbildung 6 (c). Da dieser Reiniger fiir s. zur
Verfiigung steht, steht er wegen |Ry.| > |P,.| auch nach ¢,
fiir t. zur Verfiigung.

x Der Zug s. benotigt keinen freien Reiniger, um e zu reinigen.
Siehe Abbildung 6 (d). In diesem Fall hat s, einen Reiniger
von einem bewachten und bis auf e sauberen Knoten m, iiber
e nach n. geschoben. Der Knoten m, ist jetzt sauber. Da aber
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t. fiir die Reinigung von e einen freien Reiniger benétigt,
muf} eine von m, ausgehende Kante aufier e in ¢, (und damit
auch in s,) rekontaminiert worden sein. Daher mufl m. in P,
liegen, denn sonst wiirde auch e rekontaminiert werden. |P;, |
ist also echt kleiner als |Ps.|. Wegen |R;,.| = |Rs,| > |Ps,.| >
| P, | steht nach ¢, mindestens ein freier Reiniger fiir ¢, zur
Verfiigung.

Wir kénnen fiir jede Situation nach ¢, einen Reinigungszug t. durchfiihren,
der die Kante e reinigt. Daraus und aus Ecptm (ScSr) = Eentm(tr) \ {€}
folgt Ecntm(Scsr) = Eentm(trte). Damit garantiert uns Schritt (4) von

ty auch Ny (scsy) = Ngr(trte).

3.4 Eliminierung des letzten Rekontaminierungszuges

Wir werden im folgenden zeigen, dafl wir einen letzten Rekontaminierungs-
zug, den wir weder mit Lemma 8 von Seite 10 aufteilen noch mit Lemma 9
von Seite 16 vorziehen koénnen, weglassen kénnen.

Lemma 10 Sei s, der letzte Rekontaminierungszug einer Reinigungsstra-
tegie S, dem direkt ein Reinigungszug s. vorausgeht und sei s, nicht redun-
dant. Wenn |Ps, | > |Rs, | und fir Ps, und R, keine unbewachte Trennmen-
ge C mit |C| < |Rs,| ezistiert, dann gibt es eine Reinigungsstrategie T’ mit
folgenden FEigenschaften:

o [' verwendet die gleiche Anzahl Reiniger.
e Die Zugfolgen in S und I' sind bis einschliefSlich s. identisch.
o ' kommt nach s. ganz ohne Rekontaminierungszige aus.

Beweis. Wir beschreiben die Reinigungsziige, die in I' auf s, folgen. Jedem
Reinigungszug in I' wird genau ein Reinigungszug in S entsprechen, welcher
dieselbe Kante reinigt. Dabei benotigt S nach s, zusétzliche Reinigungsziige,
um die in s, rekontaminierten Kanten zu reinigen. Wir stellen zwei Bedin-
gungen fiir den Spielstand auf, die nach jeweils einem Reinigungszug nach
sy in S und dem entsprechenden Zug in I' (evt. ein leerer Zug) unveréndert
bleiben. Wir behaupten, daf fiir jedes Anfangsstiick von .S bis zu einem Zug
nach s, und dem korrespondierenden Anfangsstiick von I' folgende Bedin-
gungen gelten:

(i) Die Menge der nach dem Anfangsstiick von S sauberen Kanten ist eine
Teilmenge der nach dem Anfangsstiick von I' sauberen Kanten.
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Abbildung 6: Beispiele fiir Ziige s.s, und entsprechende Ziige t,t.
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(ii) Wenn n ein Knoten ist, der nach dem Anfangsstiick von S nicht be-
wacht, wohl aber nach dem Anfangsstiick von I" bewacht ist, dann liegt
nin Ry, .

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber die Zahl der Ziige nach
sy in einem Anfangsstiick von S. Die Beobachtung, dafl unsere Bedingungen
fiir das Anfangsstiick von S bis einschlieflich s, und das Anfangsstiick von I’
bis einschliefflich eines leeren Zuges unmittelbar nach s, offensichtlich gelten,
ergibt den Induktionsanfang. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir einen
Reinigungszug mg nach s, in S. Seien die beiden Bedingungen also bis
einschliellich des Zuges vor mg und des entsprechenden Zuges in I erfiillt.

Sei mg ein Zug, der eine in I' schon saubere Kante reinigt. Dann ent-
spricht mg ein leerer Zug in I'. Bedingung (i) bleibt offensichtlich erfiillt.
Bedingung (ii) ist ebenfalls erfiillt, da mg nur Reiniger von Knoten entfer-
nen kann, die vor mg bewacht und nach mg unbewacht und sauber sind. Da
(i) erfiillt ist, miissen diese Knoten auch in I" sauber und daher unbewacht
sein. Es entstehen also keine neuen Knoten, die einerseits in S unbewacht
und andererseits in I' bewacht sind und fiir die damit Bedingung (ii) relevant
wiére.

S Se Sp | e mg
Kante | ... | fEeE(..)| - | ... | e¢ E(...s.) oder ee€ E(...s.)
r Se - .. - oder mr
Kante | ... f -] - oder e

Tabelle 1: Ziige in S und die jeweils gereinigte Kante im Vergleich mit den
entsprechenden Ziigen in I'. E_p;,, ist abgekiirzt als E.

Sei mg nun ein Zug, der eine auch in I' verseuchte Kante e reinigt. Dann
miissen wir fiir I' einen entsprechenden Zug mr entwerfen, der die gleiche
Kante e reinigt und die Bedingungen (i) und (ii) erhilt. Bedingung (i) ist
schon erfiillt, wenn mr die gleiche Kante reinigt. Durch mg und mr kénnen
nur die Endpunkte von e ihren Bewachungszustand veréindern. Ist ein vor mg
bewachter Knoten nach mg unbewacht und sauber, wird er wegen Bedingung
(i) auch nach mp unbewacht und sauber sein. Ist ein vor mp unbewachter
Knoten nach mpr bewacht und teilweise sauber, wird er wegen Bedingung
(i) auch nach mg bewacht und teilweise sauber sein, da mg die Kante e
gereinigt hat. Wieder entsteht kein Knoten, der einerseits in S unbewacht
und andererseits in I" bewacht ist und fiir den Bedingung (ii) relevant wére.

Es bleibt die Durchfithrbarkeit von mrp sicherzustellen. Wir zeigen jetzt,
daB die Geltung von Bedingung (ii) vor mg und mrp garantiert, dafy vor mg
in S nicht mehr freie Reiniger vorhanden sind als vor mrp in I'. Die Knoten in
P, sind unmittelbar vor s, sauber und unmittelbar nach s, teilweise sauber.
Die Knoten in R, sind unmittelbar vor s, teilweise sauber und unmittelbar
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nach s, verseucht. Es muf daher in Schritt (3) von s, von jedem Knoten in
P, einen oder mehrere unbewachte Pfade zu Knoten in R, geben, die also
nicht {iber (bewachte) Knoten in Ny, \ R, fiithren. Fiir jeden Knoten in P,
ist mindestens einer dieser unbewachten Pfade minimal in dem Sinne, daf}
er aufler dem Start- und dem Endknoten keine weiteren Knoten aus P;, oder
R, enthélt und zyklenfrei ist. Betrachten wir irgendeinen dieser in diesem
Sinne minimalen Pfade.

Unmittelbar vor s, sind alle Knoten auf diesem unbewachten Pfad bis
auf den bewachten Knoten in R sauber, sonst konnte der Knoten in P,
nicht sauber sein. Nach s, sind alle Knoten auf diesem Pfad verseucht mit
Ausnahme des Knoten in P, , der teilweise sauber und bewacht ist. Wie
sieht dieser Pfad unmittelbar vor mg aus, wenn unsere Bedingungen (i) und
(ii) noch sicher erfiillt sind?

e Entweder alle Knoten sind sauber und unbewacht. Dann ist der Pfad
wegen Bedingung (i) vor mrp ebenfalls sauber und unbewacht. Siehe
Abbildung 7(d) auf Seite 26.

e Oder der Pfad enthalt mindestens einen bewachten Knoten.

— Ist der Endknoten des Pfades in R, bewacht? Dann ist dieser
Knoten in T' vor mp bewacht oder unbewacht. Siche Abbildung
7(b) und (c).

— Ist ein anderer Knoten als der Endknoten des Pfades in R, be-
wacht? Dann muf} dieser Knoten in I' unbewacht sein. Siehe Ab-

bildung 7(a) und (c).

Entweder der Pfad enthélt einen Knoten, der nicht in R, liegt, vor mg be-
wacht und gleichzeitig vor mr unbewacht ist (Abbildung 7(a) und (c)) oder
der Knoten in Ry ist vor mg und mr jeweils im gleichen Bewachungszustand
(Abbildung 7(b) und (d)).

Da wir irgendeinen der oben beschriebenen Pfade betrachtet haben,
konnen wir verallgemeinern. Die Menge aller Knoten in R;,, die sich vor
mg und mr jeweils im gleichen Zustand befinden, vereinigt mit der Menge
aller Knoten, die vor mg bewacht und vor mp unbewacht sind, bilden ei-
ne unbewachte Trennmenge C' fiir Ry, und P, . Im zu beweisenden Lemma
nahmen wir an, daf§ keine Trennmenge mit |C| < |Rs, | existiert. Es gilt also
C1 = R, |

|C| = |Knoten in Ry, die sich vor mg und mp im gleichen Zustand befinden)|

+|Knoten, die vor mg bewacht sind, aber nicht vor mr| > |Rs, |

Wir ziehen |[Knoten in R, , die sich vor mg und mrp im gleichen Zustand befinden|
ab und erhalten:

|Knoten, die vor mg bewacht sind, aber nicht vor mp|

> |Knoten in R, , die sich vor mg und mr nicht im gleichen Zustand befinden|
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mogliche Falle vor mg

nach s., vor s, unmittelbar nach ST
S b’\/\/—\_/é """ é \
e RSr e PSr e R e PSr\

sauberer Pfad
aus Knoten ¢ R, und ¢ Ps,

entsprechend vor mp

b‘\/\/\/é (a)

/ M (b)

Abbildung 7: Zusténde eines minimalen Pfades von R nach P.

Nach Bedingung (ii) liegen alle Knoten, die vor mg nicht bewacht sind,
wohl aber vor mr, in R,,. Den rechten Teil der Ungleichung koénnen wir
differenzieren:

|Knoten, die vor mg bewacht sind, aber nicht vor mr|
> |Knoten, die vor mp bewacht sind, aber nicht vor mg|

+|Knoten in Rj,, die vor mg bewacht sind, aber nicht vor mr|
Addition von |Knoten, die vor mg und vor mr bewacht sind| ergibt:

|Knoten, die vor mg bewacht sind|
> |Knoten, die vor mp bewacht sind|

+|Knoten in Ry, die vor mg bewacht sind, aber nicht vor mp
und damit durch Invertieren

|freie Reiniger vor mg|
< |freie Reiniger vor mp|

—|Knoten in R, , die vor mg bewacht sind, aber nicht vor mp
und Abschétzen

|freie Reiniger vor mg| < |freie Reiniger vor mr

26



Wir wissen jetzt, daf} fiir mr mindestens so viele freie Reiniger zur Verfiigung
stehen wie fiir mg. Der Zug mp mufl die Kante e reinigen, die auch in mg
gereinigt wird. Folgende Reinigungsziige sind denkbar:

e Ein Endpunkt von e ist sauber bis auf e und bewacht. Wir schieben
den Reiniger von diesem Endpunkt iiber e zum anderen Endpunkt. Es
wird kein freier Reiniger verbraucht.

e Beide Endpunkte haben Grad > 2 und sind verseucht und damit unbe-
wacht. Wir brauchen zwei freie Reiniger. Beide werden auf denselben
Endpunkt von e gesetzt und einer von beiden iiber e zum anderen
Endpunkt geschoben.

e Ein Endpunkt von e ist teilweise sauber und bewacht mit mindestens
zwei verseuchten ausgehenden Kanten inklusive e. Wir brauchen einen
freien Reiniger. Dieser wird auf den bewachten Endpunkt gesetzt und
iiber e geschoben.

e Ein Endpunkt von e ist verseucht und eine Sackgasse. Wir brauchen
einen freien Reiniger. Dieser wird auf den besagten Endpunkt gesetzt
und iiber e geschoben.

Kann es Fille geben, in denen mp mehr freie Reiniger benétigt als mg?

e Wenn mg keinen freien Reiniger benétigt, konnte mr einen oder zwei
benotigen. Allerdings ist ein Endpunkt von e sauber bis auf e und
bewacht, wenn mg keinen freien Reiniger bendtigt. Dann ist wegen
der Bedingung (i) dieser Endpunkt vor mp ebenfalls sauber bis auf e
und bewacht. Also braucht mr ebenfalls keinen freien Reiniger, um e
zu reinigen.

e Wenn mr zwei freie Reiniger bendtigt, konnte mg einen oder keinen
benotigen. Allerdings sind beide Endpunkte von e verseucht und damit
unbewacht, wenn mrp zwei freie Reiniger benétigt. Dann sind wegen
Bedingung (i) die beiden Endpunkte von e vor mg ebenfalls verseucht
und damit unbewacht. Also braucht auch mg zwei freie Reiniger, um
e zu reinigen.

Es stehen also immer geniigend freie Reiniger fiir die Durchfithrung von mp
zur Verfiigung. Fiir jeden Reinigungszug mg nach s, in S, der eine Kante
e € Ecnm(se) reinigt, konnen wir einen Reinigungszug mr in I' durchfiihren,
welcher die gleiche Kante e reinigt. a

4 FErgebnis

Wir haben jetzt alle Werkzeuge beisammen, um nach und nach alle Rekon-
taminierungsziige aus einer Reinigungsstrategie S zu eliminieren. Mit Lem-
ma 6 von Seite 7 konnen wir Folgen von Rekontaminierungsziigen, die nicht
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von einem Reinigungszug unterbrochen werden, kombinieren. Wir definieren
Paare

P(8) = (CM(S), ER(S)).

CM(S) ist die Anzahl der Reinigungsziige vor dem letzten (kombinierten)
Rekontaminierungszug. FR(S) ist die Anzahl der im letzten Rekontaminie-
rungszug rekontaminierten Kanten. Wir ordnen die Werte von P(S) lexiko-
graphisch, also

P(Sl) < P(SQ) = CM(Sl) < CM(SQ)
oder (CM(S1) = CM(S) und ER(S1) < ER(S5))

Lemma 11 Se: Sy eine Reinigungsstrategie, die mit k Reinigern auskommdt
und in deren Verlauf mindestens eine Kante rekontaminiert wird. Dann gibt
es eine Reinigungsstrategie So, die mit k Reinigern auskommt und fir die
P(S3) < P(Sy) ist.

Beweis. Betrachten wir den letzten (kombinierten) Rekontaminierungszug r,
dem also ein Reinigungszug unmittelbar vorausgeht. Sei r nicht redundant
und seien R und P die wie vorher zugehorigen Knotenmengen.

e Sei |R| > |P|. Dann ersetze r nach Lemma 9 von Seite 16 und den vor-
hergehenden Reinigungszug durch einen neuen Rekontaminierungszug
und einen neuen anschliefenden Reinigungszug. C' M (.S) wird um min-
destens eins reduziert; moglicherweise um mehr als eins, wenn der neue
Rekontaminierungszug leer ist.

e Sei |R| < |P|. Hier gibt es zwei Unterfille:

— Es gibt eine minimale, unbewachte Trennmenge C' mit |C| <
|R| < |P|. Dann teile r nach Lemma 8 von Seite 10 in zwei Re-
kontaminierungsziige mit By = R\ C, P, =C\ R, Ry =C\ P
und P, = P\ C. Wegen

[Fi| = |[R\C| = [R| - [RNC| > [C|] = [RNC| = |C\ R| = | P

gibt es am Ende des ersten neuen Zuges mehr freie Reiniger
als vorher. Diesen Zug und den vorhergehenden Reinigungszug
konnen wir wiederum nach Lemma 9 durch einen neuen Rekon-
taminierungszug mit anschlieBendem neuen Reinigungszug erset-
zen.

* Ist der neue Reinigungszug leer, dann kénnen die aktuell zwei
letzten Rekontaminierungsziige kombiniert werden und es ist
ein Reinigungszug eingespart worden.
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* Ist der neue Reinigungszug nichtleer, dann wird im aktu-
ell letzten Rekontaminierungszug durch unsere Aufteilung
nach Lemma 8 mindestens eine Kante weniger rekontami-
niert als in 7. Es gilt |Ecnim| < |Eentm (11)| < |Eentm (r172)| =
| Ecntm (1), da Ry # 0 und Ry # 0.

In beiden Féllen ist P(S2) lexikographisch kleiner als P(Sh).

— Es gibt keine minimale, unbewachte Trennmenge C' mit |C| < |R|.
Dann kann r nach Lemma 10 von Seite 22 ausgelassen werden.
CM (S1) reduziert sich um mindestens eins, da jetzt ein anderer
Zug der letzte Rekontaminierungszug ist und zwischen diesem
und r mindestens ein Reinigungszug lag.

O

Wir kénnen nun Theorem 3 von Seite 6 beweisen. Unter allen Reinigungs-
strategien, die mit k& Reinigern auskommen, wihle diejenige, fiir die P(S)
lexikographisch am kleinsten ist. Nach Lemma 11 von Seite 28 gilt fiir diese
Strategie P(S) = (0,0), das heifit keine Kante wird rekontaminiert.

Zum Schluf} {ibertragen wir unser Ergebnis auf das Spiel nach den alten
Regeln.

Theorem 12 Gibt es fiir einen Graphen eine Reinigungsstrategie nach den
alten Regeln, die mit k Reinigern auskommt, dann gibt es fir diesen Graphen
auch eine Reinigungsstrategie nach den alten Regeln, die mit k Reinigern
und ohne Rekontaminationen auskommit.

Beweis. Aus Lemma 1 von Seite 3 wissen wir, daf} es fiir jede Reinigungs-
strategie nach den alten Regeln, die mit k Reinigern auskommt, eine Reini-
gungsstrategie nach den neuen Regeln gibt, die mit &£ Reinigern auskommt.
Nach Theorem 3 von Seite 6 gibt es fiir diese Strategie nach den neuen Re-
geln eine Strategie nach den neuen Regeln, die ebenfalls mit k& Reinigern,
aber ohne Rekontaminationen auskommt. Diese Strategie besteht aus ei-
ner Folge von Reinigungsziigen nach den neuen Regeln. Zum Schlufl wissen
wir aus Lemma 2 von Seite 5, dal Reinigungsziige nach den neuen Regeln
vollstdndig aus legalen Ziigen nach den alten Regeln bestehen, die nicht zu
Rekontaminationen fiihren. O
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