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Zusammenfassung

Im Paper [3] von Ambiihl, Erlebach, Mihal’dk und Nunkesser wird
ein Algorithmus vorgestellt, der in Einheitskreisgraphen in polynomieller
Zeit eine Approximation konstanten Faktors findet. Unter Ausnutzung
der besonderen geometrischen Eigenschaften kann fiir dieses NP-harte
Problem eine Niaherung der optimalen Lésung, die nicht schlechter als
das 89-fache des Optimums ist, sowie eine 3-Approximation des bei
Funkdateniibertragung interessanten Minimum-Weight Forwarding-Set-

Problems angegeben werden.
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1 Einfiihrung und Motivation

Betrachtet man Funkzellen in Ad-Hoc-Netzwerken in einem einfachen Mod-
ell, so nimmt man oft einige Abstrahierungen vor. Sei es, dass alle Sender
gleichzeitig Empfinger sind (was oft genug, aber nicht immer zutrifft), dass
alle Stationen mit gleicher Stérke senden, und vor allem, dass alle Sender die
gleiche Reichweite haben: Abschattungen, Wettereinfliisse und Betonwénde
werden in Modellen oft ausgeblendet.

Ein Ad-Hoc-Netzwerk zeichnet sich dadurch aus, dass die Stationen nicht
nach strategischen Gesichtspunkten fiir Dateniibertragung positioniert wer-
den. Es existiert eine Menge Sender mit einer Aufgabenstellung, Punkt-zu-
Punkt-Dateniibertragung zwischen zwei beliebigen, nicht notwendig in di-
rekter Nachbarschaft liegenden Sendern oder Flutung (Broadcast) zu erméglichen|2].

Zur Modellierung kann man sich die Sender als Kreise von Radius 2 in der
Ebene vorstellen. Eine bidirektionale Kommunikation oder ein Broadcast ist
genau dann moglich, wenn eine Zielstation sich innerhalb des 2-Kreises der
Sendestation befindet. In einer leicht variierten Darstellung verwendet man
Kreise von Radius 1, Einheitskreise genannt, und éndert das Kriterium der
FErreichbarkeit auf die Existenz eines Schnitt- oder Beriihrpunkts. Man sagt
statt “A erreicht B” auch “A dominiert B”.

N

Abbildung 1: Anordnung von Kreisen mit einer dominierenden Menge.

Aus dieser Darstellung liasst sich ein Einheitskreisgraph gewinnen, indem
man alle Stationen als Knoten darstellt; zwischen zwei Knoten existiert jew-
eils eine (ungerichtete) Kante, wenn diese in Reichweite zueinander stehen.
Einen Menge Knoten D C V nennt man eine dominierende Knotenmenge!,
englisch “dominating set”, wenn fiir alle Knoten in V' von einem Knoten in
D dominiert werden, formal in einem Graphen G = (V, E),D C V:

D dominating set & Vo € V\D JweD: vweE

!Die Verwendung der englischen Begriffe scheint auch in deutschen Publikationen iiblich
zu sein, daher werde ich die deutschen Bezeichnungen bei der ersten Erwihnung jeweils
einmal nennen, danach aber meist die englischen Begriffe verwenden.



Ein Knoten d € D wird dominator genannt. Das Problem, zu einem
gegebenen Graphen G das kleinste dominating set zu bestimmen — die An-
zahl der Knoten in D — heisst “minimum dominating set problem” (MDS)
und ist NP-vollsténdig[1].

In einer Erweiterung des Problems werden Knotengewichte w(v) > 0
definiert, so dass ein dominating set minimalen Gewichts gefunden werde:
MDS ist ein Spezialfall mit w(v) = 1Vv € V des “minimum-weight domi-
nating set problem”? (MWDS).

Eine Variante dieser beiden Aufgabenstellungen ergibt sich mit der Forderung,
alle Knoten aus D sollen miteinander verbunden sein. Die Probleme “mini-
mum connected dominating set” (MCDS)? und “minimum-weight connected
dominating set” (MWCDS)* sind die offensichtlichen Varianten von MDS
und MWDS.

“Dominierende Knotenmenge minimalen Gewichts oder Minimale gewichtete Knoten-
menge

3Minimale verbundene dominierende Knotenmenge

4Minimale verbundene gewichtete Knotenmenge



2 Algorithmen fiir MDS, MWDS, MCDS, MWCDS

Das vorliegende Paper [3] beschiftigt sich insbesondere mit gewichteten
Einheitskreisgraphen; Erkenntnisse iiber die Spezialfille MDS und MCDS
konnen daraus trivial hergeleitet werden.

Ausgehend von der Schwierigkeit der Probleme (Clark et al.[6]: MDS ist
NP-hart; Liechtenstein[9]: MCDS ist NP-hart) ist eine in polynomieller Zeit
laufende Approximation zu finden, die um nicht mehr als einen konstanten
Faktor schlechter ist als die optimale Losung.

Fiir die nicht gewichteten Sonderfiille (w = 1) existieren bereits derartige
Algorithmen (MCDS: Marathe et al[10]). Der Ansatz von Hunt[8] beispiel-
sweise basiert auf der “Shifting Strategy” ([4], [8]): Man betrachtet die Ebene
streifenweise und berechnet fiir Streifen oder Streifenausschnitte eine Ap-
proximation. Beim Zusammenfassen der Teilergebnisse kann die Giite der
Approximation mit einem konstanten Faktor multipliziert werden (vergle-
iche [7]).

Der Algorithmus von Hunt ist allerdings nicht auf das gewichtete Prob-
lem MWDS erweiterbar, da eine der zentralen Annahmen besagt, dass in
einem Quadrat der Ebene der Grofle k x k ein optimales dominating set
niemals ein Gewicht von mehr als k? haben kann. Offensichtlich gilt dies
nicht, wenn die Knoten des Graphen gewichtet werden.

Auch andere Algorithmen ([5]) fiir MCDS lassen sich nur im Spezial-
fall w = 1 anwenden. Van Leeuwen ([11]) nutzt in seinem Algorithmus
beispielsweise eine Annahme iiber beschrinkte Dichte des zu betrachtenden
Graphen in MDS und MCDS. Aussagen iiber Dichte in der Fliche lassen
sich bei gewichteten Knoten wiederum nicht verallgemeinern.

Wang und Li[12] stellten einen Algorithmus fiir MWDS und MWCDS in
FEinheitskreisgraphen vor; die Approximationsgiite dieses Algorithmus war
allerdigns nicht konstant und im schlechtesten Fall nicht besser als fiir all-
gemeine Graphen (die Besonderheit der Einheitskreise kam hier also nicht
zum Tragen).

Ambiihl, Erlebach, Mihal’dk und Nunkesser présentieren im vorliegen-
den Paper erstmals einen Polynomialzeit-Algorithmus konstanter Approxi-
mationsgiite.



3 Der Algorithmus

Gegeben sei eine Menge von Kreisen D mit Radius 1 in der Ebene mit jeweils
einem zugeordneten Gewicht wg > 0 Vd € D.

Der Algorithmus soll eine dominierende Menge A von Kreisen ausgeben,
so daf} jeder Kreis entweder zu A gehort oder mit mindestens einem Kreis
aus A einen gemeinsamen Punkt hat. Gefordert ist eine Approximation an
die minimal gewichtete dominierende Menge iiber D.

3.1 Zerlegung in Teilprobleme

Der Weg zur Ausgabe einer Approximation besteht aus zwei Schritten.

Im ersten Schritt wird die Ebene in ein Raster von achsenparallelen
Quadraten aufgeteilt. Es sollen fiir den Approximationsalgorithmus nur Quadrate
betrachtet werden, in denen ein Kreismittelpunkt liegt.

Der Algorithmus setzt eine Quadratseitenldnge p < 1 voraus, sei im
Folgenden p = 0.999. Bezeichne S;; das Quadrat zu

Falls sich in S;; Kreismittelpunkte befinden (andernfalls wird dieses Quadrat
vom Algorithmus ignoriert), bezeichne D;; die Menge der Einheitskreise mit
Mittelpunkt in S;;. Bezeichne N(D;;) die Nachbarschaft von D;; ausserhalb
Sijl

N(D”) = {dED\DijZHQEDij:JGSQ}

Fiir jedes Quadrat wird separat eine Losung L;; approximiert, also ein
lokales dominating set ausgegeben. Die lokalen Approximationen werden
zusammengefasst, die Vereinigung bildet offensichtlich ein dominating set
auf D.

3.2 Losung des Teilproblems fiir ein kleines Quadrat

Auf jedem der oben erwihnten Quadrate wird aufzéhlend ein Wert winqz
angenommen, so dass nur Kreise mit Gewicht < w4, im Losungsversuch
vorkommen.

Der Startwert ist offensichtlich das Gewicht des leichtesten Kreisea in
D;; U N(Djj;), nacheinander wird dann der jeweils néchstschwerere Kreis
herangezogen.

Findet sich fiir ein w4, ein Kreis d € D;; mit wg < Winaz, SO wird
L;; := {d} als Approximation fiir dieses Quadrat ausgegeben. Aufgrund der
Einschrinkung ;1 < 1 dominiert d alle Kreise in D;;.

®Hier kann auch Gleichheit angenommen werden, “<” kann bei korrekter Ausfithrung
des Algorithmus nicht erfiillt werden



Wenn kein Kreis mit wg = wyqe, in D;; gefunden wird, so bleiben zwei
Moglichkeiten: Entweder kann die Approximation gar keine Losung angeben,
bei der nur Kreise mit wg < wiqee beteiligt sind, oder alle Kreise, die zur
Lésung gehoren, befinden sich in N(D;;). Dies wird sich im weiteren Verlauf
erweisen.

Dazu werden alle Kreise d € D;; sowie die Kreise d € N(D;;) mit wg >
Wmaz gestrichen und in dieser Runde nicht weiter betrachtet.

Zur weiteren Betrachtung wird das verbleibende Szenario &dquivalent
modifiziert. Bereits bekannt ist die Tatsache, dass keiner der Kreise in Dj;
zur Losung gehort; genau alle diese Kreise miissen aber dominiert werden.
Dann ist das verwendete Modell (Einheitskreise; Nachbarschaft gilt fiir zwei
Kreise mit mindestens einem gemeinsamen Punkt) dquivalent zur Vorstel-
lung von Kreisen mit Radius 2 in N(D;;), in denen die Kreismittelpunkte
aus D;; genau dann liegen, wenn sie dominiert werden.

Zusatzlich wird dieses veranderte Modell skaliert, so dass wieder Einheit-
skreise betrachtet werden (Skalierung um jeweils Faktor 2 entlang der Ein-
heitsachsen); das Quadrat S;; hat dann eine Seitenlinge von § = /2 < 3.

Fiir die Berechnung einer 2-Approximation des Optimums fiir dieses
Quadrat S;; gibt es mehrere Methoden, deren Erfolg davon abhéngt, wie
die tatséchlich optimale Losung aussieht. Da diese optimale Losung nicht
bekannt ist, miissen alle Moglichkeiten durchprobiert werden (zur Anzahl
siche Abschnitt 5).

3.3 Fallunterscheidung fiir die Approximation des kleinen
Quadrats

Die optimale Losung l&sst sich in zwei Grundklassen unterteilen. Dazu muss
die von den ausgewéhlten Kreisen abgedeckte Fliche in Bezug auf S;; un-
tersucht werden. Gefragt ist nach der Anzahl der nicht abgedeckten Bere-
iche. Man stelle sich das Quadrat als Fenster vor und die Kreisflichen
als davor héngende Pappscheiben: Betrachtet wird der restliche, durch-
sichtige Bereich. Zwei wesentliche Fille sollen unterschieden werden: Es ist
genau eine zusammenhingende freie Fliche vorhanden, an deren Rand alle
ausgewahlten Kreisscheiben in mindestens einem Punkt angrenzen (“One
hole”), oder es sind mehrere freie Fléchen vorhanden (“multi hole”).

Alle anderen Moglichkeiten sind als Abarten zu betrachten: Ist kein Loch
vorhanden, so kénnte durch Entfernen eines Kreises eine One-Hole-Losung
geschaffen werden (dabei nicht mehr abgedeckte Punkte p € D;; werden
explizit in Kauf genommen und weiter unten behandelt). Ist nur ein Loch
vorhanden, an das aber nicht alle Kreise angrenzen (es existiert ein Kreis,
der keinen gemeinsamen Punkt mit dem Loch hat), so kann durch Entfer-
nen eines oder zweier Kreise (wieder unter Inkaufnahme dann nicht mehr
abgedeckter Punkte) der Multi-Hole-Fall hervorgerufen werden.

Da nicht bekannt ist, in welche Kategorie die optimale Losung fillt,



werden alle Moglichkeiten durchprobiert. Dies ist fiir die Laufzeit eine Ver-
schlechterung mit lediglich polynomialem Faktor.

3.4 Annahme Sonderfall: Optimale Losung enthélt keine Locher

Um diesen Fall in eine “Omne-hole”- oder “Multi-hole”-Lésung umzuwan-
deln, werden nacheinander jeweils ein Kreis d aus N(D;;) und alle von d
dominierten Punkte entfernt und das dadurch erhaltene Szenario als “One-
hole”- und als “Multi-hole”-Szenario (siehe unten) behandelt. Gleiches wird
mit jeder moglichen Paarung, das sind O(n?) viele, aus zwei Kreisen wieder-
holt: Jeweils zwei Kreise werden aus N(D;;) entfernt, die von diesen do-
minierten Punkte aus D;; werden entfernt und das erhaltene Szenario wird
wieder als “One-hole”- und als “Multi-hole”-Szenario abgearbeitet.

3.5 Annahme Sonderfall: Ein Loch, nicht alle Kreise am Rand

Auch in diesem Fall wird abzéhlend versucht, eine “One-hole” oder “Multi-
hole”-Losung zu erzielen; die entsprechenden Schritte wurden schon im er-
sten Sonderfall (Abschnitt 3.4) unternommen.

3.6 Annahme: One-hole-L6sung

Wir nehmen an, die optimale Losung fiir das betrachtete Szenario habe
genau eine nicht abgedeckte Fliche, an deren Réndern jeder Kreis anliegt.
Dabei sollen die Réander des Quadrats, falls diese an die Lochfliche angren-
zen, als Kreisscheiben mit Gewicht 0 behandelt werden - im Prinzip handelt
es sich um Halbebenen, also Kreise mit unendlichem Radius - das ist hier
aber nicht relevant.

UL UM UR

CL S CR

LL LM LR

Abbildung 2: Die Aufteilung der Ebene rund um das Quadrat S;;.

Die Ebene ausserhalb S;; sei durch die Verléngerung der Quadratseiten in
acht Segmente geteilt. Diese sollen im Uhrzeigersinn UM, UR, CR, LR, LM,



LL, CL, UL heilen (Upper Left / oben links ...), die aus der Vereinigung
der Segmente UL, UM, UR bestehende Halbebene heiBe UPPER etc.5

Das eine Loch der optimalen Losung wird von Kreisbogen und Ecken
begrenzt. Der Algorithmus soll nun die oberste und die unterste Ecke, die
von einem Kreis mit Mittelpunkt aus CL bzw. CR beriihrt wird, erraten -
also durchprobieren. Kandidaten sind jeweils alle Kreise aus den betroffenen
Regionen und ein jeweils zweiter Kreis (mit Mittelpunkt aus) UPPER bzw.
LOWER |J CR bzw. CL. Dies sind offensichtlich polynomiell viele in O(n®)
Moglichkeiten.

Die vier Kreise aus CR, CL sollen nun entfernt werden, ebenso alle von
diesen Kreisen dominierten Punkte aus D;;; die verbleibenden Punkte heiflen
ng.

Sollten in CR oder CL keine Kreismittelpunkte liegen, kann ein Teil des
Folgenden iibersprungen werden.

Die Punkte in Dj; zerfallen in zwei Kategorien: Jene, die im fiktiven
Einheitskreis” liegen, der durch den oberen linken und unteren linken Eck-
punkt geht und dessen Mittelpunkt links des Quadrats liegt (bzw. &quivalent
rechts) und alle anderen. Auf erstere wird der “Strip Search”-Algorithmus
(Abschnitt 3.7) mit einem vertikalen Streifen und allen verbleibenden Kreisen
in LEFT und RIGHT angewendet; auf letztere ebenfalls der “Strip Search”-
Algorithmus, allerdings mit allen verbleibenden Kreisen aus UPPER und
LOWER auf einem horizontalen Streifen.

Im Fall dj,, = djq entfillt die Betrachtung eines Hérnchens, da dies Fléiche
0 hat.

Die insgesamt bestmogliche zwischenzeitlich vorliegende Lésung wird
zwischengespeichert.

3.7 Algorithmus “Strip Search”

Dieser Algorithmus setzt einen Streifen (eine Flédche zwischen zwei paral-
lelen Geraden) voraus, in dem sich eine Menge Punkte P befindet; 0.B.d.A.
sei dieser Streifen horizontal und durch die Geraden yp,y; (konstant) be-
grenzt. Oberhalb und unterhalb des Streifens befinden sich Einheitskreise in
den Mengen Dy und Dy.

Gesucht ist eine optimale Abdeckung D, d.h.

Doptg (UUL)7UgDU7LgDL7

Vp € P3d € Dgy : d dominiert p, Z w(d) minimal
dEDopt

SDiese Festlegungen entsprechen der intuitiven Anordnung; die englischen Buch-
stabenkiirzel und Bezeichnungen sind aus dem Paper iibernommen.

"Dabei ist an die Skalierung zu denken: Dieser “Einheitskreis” entspricht einem Kreis
mit Radius 2 im urspriinglichen Koordinatenraster. Dieser Kreis ist im allgemeinen nicht
Teil der gegebenen Kreismenge



Algorithmus 3.1 StripSearch

// Gegeben: Punktemenge P sortiert als pg ... p,—;
// Gegeben: Kreismengen U und L (inkl. Halbebenen U / L

// Initialisiere Tabelle T
for all dy € U,d;, € L do
if (dy, dr) dominiert py then
To(dy,dp) := w(dy) + w(dy)
Up(dy, dr) == {dv}
Lo(dy, dr) == {dr}
else
To(dy, dr) == o0
Up(dy,dp) =10
Lg(dU, dL) = @
end if
end for
// Tabellen fiir folgende Punkte aufstellen
fori=1ton—1do
for all dy € U,d;, € L do
if (dy, dr,) dominiert p; then
CHOOSE dy;, d; WHERE min{T,, ,(d;,d})+A(dy,dy;) xw(dy)+
A(dr,dy) x w(dp)}
// A(a,b) := 0 wenn a = b, 1 sonst.
Ti(dy,dp) := Ti-1(dy, dy,) + Aldy, dyy) - w(dy) + A(dr, d) - w(dy)
Ui(dU, dL) =U; 1 U {dU}
Li(dU, dL) =L, 1 U {dL}
else
Ti(dy, dr) := o0
Ui(dy,d) =10
Li(dU, dL) = @
end if
end for
end for
CHOOSE dy,d;, WHERE minT,,_;(dy,dr)
if min(7,,—1(dy,dr) = oo then
// Abdeckung aller Punkte ist mit den gegebenen Kreisen nicht moglich
else
OUTPUT T),-1(dy,dr)
OUTPUT U, —1(dy,dyr)
OUTPUT L,,_1(dy,dr)
end if




Eine Teilmenge D, C (U U L) heifit erfiillend, wenn sie alle Punkte in P
dominiert.

Man nennt einen Kreis “oben aktiv in D,” fiir eine z-Koordinate x,
wenn dieser Kreis unter allen Kreisen aus D, N U den Schnittpunkt (z4, y4)
mit geringstem Wert y, hat. Gibt es mehrere Kreise, die den Punkt (24, y,)
beriihren, so soll der Kreis mit am weitesten links liegendem Mittelpunkt
betrachtet werden®.
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Abbildung 3: Szenario Strip-Search.

Die Halbebenen oberhalb bzw. unterhalb des Streifens sollen als Kugeln
unendlichen Radius’ und mit Gewicht 0 zu U bzw. L hinzugefiigt werden.

Die Punkte p; € P seien nach x-Koordinate monoton steigend (von links
nach rechts) geordnet.

Nun werden von links nach rechts Kreise gesucht, die alle bis dato be-
suchten Punkte iiberdecken. Schrittweise wird die optimale Losung ermittelt
(siche Algorithmus 3.1).

3.8 Annahme: Multi-hole-Lésung

Unter der Annahme, die optimale Losung sei eine “Multi-hole”-Losung,
miissen ebenfalls noch Schritte durchgefiihrt werden.

Zuerst erfolgt die Feststellung, dass es ein Kreispaar dy, dy gibt, das min-
destens einen gemeinsamen Schnittpunkt hat und das S;; in zwei Bereiche
mit jeweils mindestens einem “Loch” teilt. Als Sonderfall kann dy eine der
Quadratseiten sein (und somit wie oben erwihnt den Kreis unendlichen Ra-
dius’ verkorpern, der als Halbebene eine Quadratseite beriihrt).

Der Algorithmus soll fiir jede mogliche Kreispaarung

1. ein Kreis d aus UPPER mit der unteren Quadratseite (LOWER, LEFT,
RIGHT entsprechend), wobei der Abstand des Mittelpunkts von d zu

LOWER echt zwischen @ und 1 betragt

8Haben zwei solche Kreise dieselbe z-Koordinate des Mittelpunkts, so sind sie identisch
(wg. Einheitskreis und (zq,ya) auf Kreisrand mit y, minimal fiir gegebenes z,)

10



2. ein Kreis aus UM und ein Kreis aus LOWER (LM+UPPER, CR+LEFT,
CL+RIGHT entsprechend) mit einem Abstand der Kreismittelpunkte

echt zwischen @ und 1.

3. ein Kreis aus UL und ein Kreis aus LR (UR+LL entsprechend) mit
der selben Anforderung an den Abstand

die folgenden Betrachtungen durchfiihren:

it
|

Abbildung 4: Skizze: Lage von S;;, d1, d2 im rotierten Koordinatensystem.

Zuerst wird fiir das betrachtete Objekt ein neues Koordinatensystem
definiert durch die beiden Kreisscheiben: Die beiden Kreismittelpunkte sollen
auf der y-Achse zu liegen kommen, beide Schnittpunkte auf der z-Achse (fiir
1. nur die letztere Bedingung). Das minimale, S;; umschliessende achsenpar-
allele Quadrat teile die Ebene analog zu oben in die Bereiche UL, UM’ , UPPER’
etc. Die von d; und do frei gelassene Lochfliiche links der y-Achse heisse?
LH, analog sei RH die Lochfliche rechts der y-Achse.

Ahnlich zum “One-hole”-Fall gibt es einen Bereich L (entsprechend R),
der in der optimalen Losung nur von Kreisen aus CL' abgedeckt werden
kann. Hier wird eine erneute Fallunterscheidung nétig:

1. Die optimale Losung beinhaltet keine Kreise aus C'L (entsprechend
CR): Keine Behandlung dieser Kreise ist notig.

2. Die optimale Losung beinhaltet exakt einen Kreis aus C'L (entsprechend
CR). Aufzihlend wird jeder Kreis aus C'L bzw. C'R als dieser Kreis
angenommen und fortgefahren.

3. Die optimale Losung beinhaltet zwei oder mehr Kreise aus CL (CR).

In Fall 1 und 2 kénnen die nicht von di, d2 und den Kreisen in CR/CL
bereits dominierten Punkte in S;; mit dem “Strip-Search”-Algorithmus (Al-
gorithmus 3.1) bearbeitet werden.

9fiir left hole, linkes Loch

11



Im Fall 3 muss genauso wie im “One-Hole”-Fall der Kreis, auf dem der
unterste und der oberste Eckpunkt eines Lochs, die jeweils von einem Kreis
aus C'L (CR) beriihrt werden, liegen, konstruiert werden - und genauso wie
oben wird “Strip-Search” (Algorithmus 3.1) einmal horizontal und einmal
vertikal auf S;; angewandt.

3.9 Darstellung in Pseudo-Code

Zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit wird der Algorithmus nicht komplett
en block dargestellt, sondern nur in wesentlichen Ziigen, die Details finden
sich textuell in den vorhergehenden Kapiteln.

Schon anhand der stark verschachtelten Schleifen im Hauptalgorithmus
ist ersichtlich, dass die Laufzeit eine hohe polynomielle Komplexitidt haben
wird.

Die Unterfunktionen ONEHOLEERGEBNIS und MULTIHOLEERGEB-

NIS zeigen ebenfalls mehrere Schleifen auf.

12



Algorithmus 3.2 Approximationsalgorithmus fiir MWDS

// Eingabe: n gewichteten Einheitskreise d; € D
for all S € {S;; := {(:U,y) ER?:ip<z<(i+Dpjp<y<(j+ 1)@}}1']-
do
// Vorausgesetzt 3k € {1...n} :d, € Sj;
KOORDINATENTRANSFORMATION // wie im Text erklért
// Speichere lokal relevante Kreise:
A :=d € D: d dominiert mindestens einen Punkt in S;;
for all d € A, sortiert monoton steigend in w(d) do
Approximation_S;; := oo
if 3d, € S;; mit w(d,) = w(d) then
// Es kann keine lokal bessere Losung folgen
if (w(d,) < Approximation_S;; then
Approximation_S;; := w(d,)
end if
break;
else
B:={de A:w(d) <w(d,)}
t :=ONEHOLEERGEBNIS(B)
if ¢ < Approximation_S;; then
Approximation_S;; 1=t
end if
t :==MULTITHOLEERGEBNIS(B)
if ¢ < Approximation_S;; then
Approximation_S;; :=t
end if
for all d, € B do
t :=ONEHOLEERGEBNIS(B \ {d.})
if ¢ < Approximation_S;; then
Approximation_S;; :=t
end if
t :==MULTIHOLEERGEBNIS(B \ {d,})
if ¢ < Approximation_S;; then
Approximation_S;; 1=t
end if
for all d, € (B\ {d,} do
t :==ONEHOLEERGEBNIS(B \ {d.,d,})
if ¢ < Approximation_S;; then
Approximation_S;; :=t
end if
t :=MULTIHOLEERGEBNIS(B \ {d.,dy})
if ¢ < Approximation_S;; then
Approximation_S;; :=t
end if
end for
end for 13
end if
end for
end for




Algorithmus 3.3 Unterfunktion ONEHOLEERGEBNIS
// ONEHOLEERGEBNIS - Approximation unter Annahme, die optimale
Losung habe genau ein Loch etc.
// Seien UR, UM, UR etc. definiert wie im Text, Kreise gegeben als d €
N,p € Sij
for all dj; € CL,djs € CL,d,; € CR,dyo € CR,dyy € (CLUULUUM U
UR),dy, € (ULUUMUURUCR),dg; € (CLULLULM ULR),dg €
(LLULM ULRUCR) do
P = {pe Sij:p ¢ (djpUdppUdyp Udre)}
// Entferne Punkte, die schon von den linken bzw. rechten beiden
Kreisen abgedeckt werden
d;, := Kreis durch die Schnittpunkte d;i,d,; und djo,dg mit Mit-
telpunkt links von .S;;
dr := Kreis durch die Schnittpunkte d,1,d,2 und d,9,dgss mit Mit-
telpunkt rechts von S;;
STRIPSEARCH (vertikal, Punkte in dy, und dg, Kreise in ULUCLULL
und URUCRU LR)
STRIPSEARCH (horizontal, Punkte in P’\ (d,Udg), Kreise in UPPER
und LOWER)
end for
// Ergebnis ist die beste Zwischenlosung, bei der eine dominierende Menge
errechnet wurde
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Algorithmus 3.4 Unterfunktion MULTIHOLEERGEBNIS
// MULTIHOLEERGEBNIS - Approximation unter Annahme, die opti-
male Losung habe mehr als ein Loch
for all Kreispaare dy, ds wie im Text angegeben do
Berechne neues Koordinatensystem (Rotation, so dass Kreismittelpunk-
te von di,dy auf y-Achse liegen)
// == Annahme: == keine Kreise aus CL (siehe Text)
// Annahme: keine Kreise aus CR
STRIPSEARCH (horizontal)
// Annahme: ein Kreis aus CR
for all Kreise d aus CR do
STRIPSEARCH (horizontal, ohne die durch d dominierten Punkte)
end for
// Annahme: zwei oder mehr Kreise aus CR
for all Kreispaarungen aus CR mit jeweils einem Kreis aus UPPER
bzw. LOWER do
Fiihre Stripsearch (Horizontal) durch
Fiihre Stripsearch (Vertikal) durch
end for
// == Annahme: == ein Kreis aus CL (siche Text)
for all Kreise e aus CR do
// Entferne e und alle dominierten Punkte,
// verfahre weiter wie oben unter ‘keine Kreis aus CL’
end for
// == Annahme: == mehrere Kreis aus CL (siehe Text)
for all Kreispaarungen aus CL mit jeweils einem Kreis aus UPPER
bzw. LOWER do
// verfahre analog ONEHOLEERGEBNIS (virtuellen Kreis berech-
nen etc.)
// dann Fallunterscheidung CR wie oben
end for
end for
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4 Giiltigkeit des Algorithmus

Zum Nachweis der Giiltigkeit sollen die Bauteile des Algorithmus einzeln be-
trachtet werden. Besonderes Augenmerk ist fiir die Verwendung von Teilal-
gorithmen als “Black Box” notwendig, da die Auswahl der Eingabedaten
erheblichen Anteil am Funktionieren des Teilalgorithmus haben kann.

4.1 Strip-Search

Das Kernstiick, die innerste Schleife des MWDS-Algorithmus wird vom
“Strip-Search”-Algorithmus gebildet. Die Aufgabe dieser Methode ist es,
eine optimale gewichtete Menge von Kreisen aus den (parallelen) Halbebe-
nen U und L auszugeben, so dass alle Punkte im Streifen zwischen den
Halbebenen von jeweils mindestens einem Kreis dominiert werden.

Zum Nachweis der Giiltigkeit sind zwei Argumente (siehe Abschnitt 3.7)
ZU nennen:

1. Die betrachteten Kreise u,d sind die jeweils in einem Punkt aktiven
Kreise, also diejenigen, die bei x = z;, am weitesten in den Streifen
hineinragen

2. Bis auf die Halbebenen, die eine Sonderrolle spielen, gilt generell,
dass eine Scheibe nur bei benachbarten Punkten in einem zusam-
menhéngenden Bereich aktiv sein kann - trivial wegen Betrachtung
von Kreisen gleichen Radius’.

Angenommen, der Algorithmus gibe eine schlechtere Losung A als alle
optimalen Losungen (sei Opt eine jede optimale Losung, deren Verschieden-
heit von A zu zeigen ist) aus. Dann gibt es zwei Kreise dropt,dra aus
UPPER oder LOWER, dessen Mittelpunkt am weitesten rechts unter allen
Kreisen liegt, die nicht sowohl in A als auch in Opt liegen, sondern nur in
Opt bzw. A.

Man entferne nun alle Punkte, die von Kreisen mit Mittelpunkt weiter
rechts abgedeckt werden, sowie alle solchen Kreise (die sowohl in A als auch
in Opt liegen). Damit erhilt man wieder eine optimale Losung Opt’ (wire
diese nicht optimal, konnte durch Hinzufiigen der gerade entfernten Kreise
eine bessere Losung als Opt’ erzielt werden —) sowie eine Losung A’, die der
gegebene Algorithmus als Zwischenschritt erzielt haben muss, und die er bei
Eingabe nur der noch in Opt’ dominierten Punkte auch als beste Losung
filschlicherweise erzielen wiirde (dies geht aus dem Algorithmus selbst her-
vor).

Man kann nun auch dpop: und alle in Opt’ ausschlieBlich von drop:
dominierten Punkte entfernen und enthélt wieder ein optimal gelostet Teil-
problem mit Opt”. Dieses kann vom Algorithmus nicht gefunden worden
sein, da ansonsten Opt’ gegeniiber A’ gew#hlt worden sein miisste.
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Da dieses Argument rekursiv anwendbar ist, gibt es eine Losung mit
nur einem Kreis zu einem oder mehreren Knoten, die optimal ist und nicht
vom Algorithmus gefunden wird; das ist aber bei der verwendeten Methode
auszuschliessen, was zum Widerspruch fithrt —.

Strip Search findet immer eine optimale Losung fiir das gestellte Prob-
lem.

4.2 One-Hole-L6sungen

Der Algorithmus priift in jedem Quadrat unter der Annahme, es ldge eine
One-Hole-Losung vor, bei der alle Kreise am Rand des Lochs anliegen. Hier
ist nun eine Fallunterscheidung nétig - das bedeutet, der Algorithmus nimmt
jeden der Fille an und sucht eine optimale Abdeckung, das insgesamt beste
Ergebnis wird zwischengespeichert.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit soll lediglich die linke Seite (C'L) hier
detailliert betrachtet werden, das Argument gilt aber symmetrisch auch fiir
CR.

Die erste Annahme lautet, es gehort kein Kreis mit Mittelpunkt in C'L
zur optimalen Losung. Dieser Fall ist einfach: Es gehore auch kein Kreis
in C'R zur optimalen Losung, dann lédsst sich die optimale Losung fiir das
Teilproblem in S;; offensichtlich mit Strip Search finden.

Falls doch mindestens ein Kreis mit Mittelpunkt in C'L zu Opt gehort,
so gibt es unter allen am Rand des Lochs beteiligten einen héchsten und
einen niedrigsten Kreis dj, und djg aus C'L (Im Sonderfall kann dies ein und
der selbe Kreis sein - offensichtlich macht das in der folgenden Argumen-
tation keinen wesentlichen Unterschied). Der Nachbarkreis nach oben bzw.
unten muss aus UPPER oder CR bzw. LOWER oder CR stammen. Der
Algorithmus priift all dieses Varianten (insgesamt beteiligt sind acht Kreise,
also O(n®) viele).

Abbildung 5: Skizze: dj, und djg (gelb) mit dr (rosa) und Hornchen.

Die beiden Kreise dj, und dj; haben mit diesen Nachbarn jeweils einen
gemeinsamen Punkt, eine Ecke des Lochs. Man konstruiere nun einen fik-
tiven Kreis dp, der durch diese beiden Ecken gehe und den Mittelpunkt
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links des Quadrats S;; habe. Die in diesem Kreis, nicht aber in dj, und diq
liegenden Punkte (eine Flidche in Hérnchenform) kénnen nur von Kreisen
aus LEFT oder RIGHT abgedeckt werden, nicht von Kreisen aus UM oder
LM. Demzufolge kann hier ein vertikales Strip Search zum Einsatz kom-
men. Alle weder von dj, und djg (und dem Aquivalent auf der rechten Seite)
noch in den beiden Hornchen liegenden Punkte kénnen nur von Kreisen aus
UPPER und LOWER dominiert werden. Auch hier kann Strip Search zum
FEinsatz kommen.

4.3 Multi-Hole-L6sungen

Zuerst werden einige Uberlegungen zu Multi-Hole-Umgebungen angestellt
(siehe Abbildung zu Multi-Hole-Umgebungen zur Illustration).

Aus der Gestaltung von Multi-Hole-Umgebung ist klar, dass jeder Punkt
im rechten oder linken djds—Loch der Gleichung

lypl < 1—4/1—(zp)?

geniigt. Weiter gilt: Fiir jeden Punkt p aus dem linken und ¢ aus dem rechten
dids-Loch gilt eine y-Abstandsbeschrankung:

|yp_yq| < 1- 1_($p_xq)2

Beides ist trivial aus der Lage der Einheitskreise herzuleiten.

Zunichst wird gezeigt, dass kein Kreis aus RIGHT (UR,CR, LR) einen
Punkt aus dem linken Loch beinhalten kann (die symmetrische Aussage gilt
analog).

Dazu wird ein indirekter Beweis gefithrt. Angenommen, es gibe einen
Kreis d aus RIGHT in Opt. Dieser kann das rechte d;do-Loch nicht kom-
plett iiberdecken, weil dies der Annahme einer Multi-Hole-Lésung entge-
genstiinde. Folglich existieren p im rechten Loch ausserhalb d und ¢ im
linken Loch auf dem Kreisbogen von d (auch das linke Loch kann mit selbem
Argument nicht vollstéindig von d iiberdeckt werden). Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit gelte y, > y,. Da d den Punkt p, nicht aber ¢ enthalt,
muss der Mittelpunkt my unterhalb von ¢ liegen. Weiterhin hat mg von
p genau den Abstand 1, da p auf dem Einheitskreis d liegt. Also liegt my
auf dem Einheitskreis um p. Es existiert ein weiterer Punkt ¢ auf diesem
Einheitskreis, der auch von ¢ genau den Abstand 1 hat. Offensichtlich liegt
mg links von ¢ (wegen ¢ ¢ d). Sei a der Basiswinkel des gleichschenkligen
Dreiecks Agep (in p oder ). Dann gilt

2
dist(pq)<\2[<1 = %<a<g

Bezeichne 3 den Winkel zwischen pg und der von ¢ nach —oo verlaufenden
senkrechten Halbgeraden. Offensichtlich gilt 0 < § < 7 und diese Aussagen
sind dquivalent:
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1. c liegt rechts von ¢

2. a<p
Dann folgert aus
dist(pq)
cosa = ———>
2
_ Y4~ W
cosp = dist(pq)

(Yg—yp) < 1- 1*(5'3q7xp)2 =
Sl (-2’ < A=) =
= 2yg —¥p) < (g —yp)? + (g — xp)% = dist(pg)® =
=cosf<cosa = a<f

dass my links von ¢ liegt. Mit ¢ € S;; kann mg4 aber nicht wie vorausgesetzt

in RIGHT liegen, damit wére der gewiinschte Widerspruch herbeigefiihrt.
Die weitere Argumentation folgt dem Hornchen-Argument fiir den One-

Hole-Fall und endet in Anwendung des Strip-Search-Algorithmus.

4.4 Null-Hole- und entartete One-Hole-Losungen

Bei der Betrachtung einer gedachten Null-Hole-Losung habe die optimale
Losung keine Locher, das Quadrat S;; sei also vollsténdig von Kreisen dy,
aus Opt abgedeckt.

Dann gilt fiir jeden Kreis d aus Opt, dass durch Entfernen dieses Kreises
mindestens ein Loch entsteht. Durch Entfernen von d wird also entwed-
er eine One-Hole-, eine Multi-Hole- oder eine entartete One-Hole-Losung
hergestellt.

Im entarteten One-Hole-Fall kann durch Entfernen eines Kreises aus Opt
eine Multi-Hole-Losung hergestellt werden:

Nach Annahme Entartung gibt es mindestens einen Kreis d in Opt, der
nicht am Rand des einzigen Loches liegt. Es gibt in S;; eine Fléche, die nur
von d iiberdeckt wird (andernfalls wire Opt nicht optimal, da durch Entfer-
nen von d immer noch eine iiberdeckende Losung fiir alle Punkte existierte).

Durch Entfernen dieses Kreises entsteht also ein zweites Loch, wodurch
der Multi-Hole-Fall eintritt.

Der Algorithmus spielt alle Méglichkeiten durch, also auch dieses Ent-
fernen von d. Damit werden auch die beiden Sonderfille korrekt behandelt.
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4.5 Zusammenfiigen der Teilldsungen

Offensichtlich muss die Optimale Losung Opt;; eines Teilquadrats S;; in
eine der betrachteten Kategorien fallen. Damit wird sie vom Algorithmus in
jedem Fall behandelt.

Wie im Abschnitt 6 (auf Seite Seite 22) behandelt, wird durch das Parzel-
lieren der Ebene eine maximal konstante Verschlechterung herbeigefiihrt.
Der Algorithmus betrachtet alle S;;, in denen mindestens ein Mittelpunkt
eines Einheitskreises liegt, damit ist er vollstandig.
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5 Laufzeit

Die Laufzeit des Algorithmus ist polynomiell in der Anzahl der Eingabeknoten
(n). Dies ergibt sich aus der Verschachtelung von Schleifen, die in Poly-
nomzeit ablaufen.

5.1 Strip-Search

Die innerste Schleife liegt im Algorithmus STRIPSEARCH (vergl. Algorith-

mus 3.1), hier laufen zwei verschachtelte Schleifen (O(n) und O(n?)), in der

innersten Schleife lduft die Auswahl CHOOSE in quadratischer Zeit.
STRIPSEARCH liuft also in O(n®).

5.2 One-Hole/Multi-Hole

Weiter zu untersuchen ist die grosste Verschachtelungstiefe. Diese wird of-
fensichtlich im Algorithmus MULTIHOLE auftreten — One-Hole muss daher
nicht betrachtet werden. Die dusserste Schleife ist quadratisch, darin befind-
et sich eine O(n*)-Schleife (jeweils vier Kreise bzw. zwei Kreispaarungen wer-
den untersucht). Innerhalb dieser befindet sich eine weitere O(n*)-Schleife,
innerhalb derer STRIPSEARCH aufgerufen wird.

MULTTHOLE liuft in O(n(2 + 4 + 4 + 5)) = O(n!?).

5.3 Zusammenfiigen der Teill6sungen

In der dussersten Schleife des Algorithmus (siehe Algorithmus 3.2) werden
O(n) Quadrate untersucht; diese konnen in O(n log(n)) Zeit passend sortiert
werden. Fiir jedes Quadrat werden O(n) Durchliufe nétig (aufsteigend im
Kreisgewicht). Innerhalb dieser Schleife werden zwei weitere in n lineare
Schleifen aufgerufen; in der innersten Schleife erfolgt ein Aufruf von MUL-
TIHOLE.

Die Gesamtlaufzeit des Algorithmus errechnet sich demnach zu O(n'?)
mit Eingabegrosse n als Anzahl der gewichteten Einheitskreise.
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6 Giite des Algorithmus

Der Approximationsfaktor begriindet sich durch den Giitefaktor von 2 fiir
das doppelt ausgefiihrte Stripsearch und die Tatsache, dass eine Betrach-
tung von Einzelquadraten nur eine im Produkt konstante Verschlechterung
darstellt. Ein jeder Einheitskreis kann Punkte in maximal O(1/6%) Quadrat-
en dominieren. Genauer muss jedes Quadrat, dass einen von einem Einheit-
skreis d dominierten Punkt enthélt, im Radius 14 /26 um den Mittelpunkt
von d vollsténdig enthalten sein, demzufolge gibt es maximal

Gmaz = {w (1+\/§5)2 /52J - {0' 43952 (1+0.4995\/§)2J — 36

solcher Quadrate.
Der Approximationsfaktor fiir den vorliegenden Algorithmus ist also 72.
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7 Der Ubergang zur verbundenen Knotenmenge

Der Algorithmus in der oben ausgearbeiteten Variante legt eine Approxima-
tion fiir das MWDS-Problem vor. Der Ubergang zur verbundenen Knoten-
menge setzt selbstverstindlich voraus, dass eine Verbindung moglich ist, dass
bedeutet, dass fiir jedes Paar dy,dz von Kreisen eine Folge 1...k existiert
mit

Vie {l...k}:d; dominiert d;_;; dz dominiert d

Ein Cluster'® im Einheitskreisgraphen ist gegeben durch einen Kreis d
sowie alle Kreise dx mit d dominiert dx. Jede Zusammenhangskomponente
ist iiber maximal drei Kanten mit einer weiteren Zusammenhangskompo-
nente verbunden (die beiden dazwischen liegenden Knoten bzw. Einheit-
skreise werden von jeweils einer der beiden Zusammenhangskomponenten
dominiert.

Nun kann mit einem Greedy-Algorithmus aus allen separaten Clustern
ein zusammenhéngender dominierender Einheitskreisgraph gebildet werden.
Dieser ist maximal Faktor 17 schlechter als die optimale Losung.

Dieser Faktor 17 ist begriindet darin, dass in einer Distanz 2 von jedem
Knoten des Graphen maximal 18 Kreise verschiedern Cluster liegen kénnen:
Dies ist anhand maximal dicht gelegter gleich grofler Miinzen direkt evident.

In Gesamtheit gilt fiir den Algorithmus und Ubergang zur verbundenen
Knotenmenge, also das Problem MWCDS, ein Approximationsfaktor von
72 + 17 = 89.

107Zusammenhangskomponente
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8 Fazit

Der hier vorgestellte Algorithmus ist eher von theoretischem als von prak-
tischem Interesse. Sowohl die hohe Laufzeit (in O(n!?)) als auch der Ap-
proximationsfaktor 72 sind fiir einen Approximationsalgorithmus allgemein
gesprochen nicht gering. Andererseits ist dies der erste iiberhaupt vorgestellte
polynomielle Algorithmus fiir MWDS und MWCDS, insofern ist das Paper
von Ambiihl et al. in der Theorie interessant und bemerkenswert.

Einige der im vorgestellten Algorithmus verwendeten Methoden, ins-
besondere Reskalierung und Rotation, aber auch die konsequente Anwen-
dung dynamischer Programmierung, machen diese Techniken anschaulich.

Die Auswirkungen des Papers auf Arbeiten iiber generelle Kreisgraphen
bleiben abzuwarten.
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