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Zusammenfassung

In dieser Ausarbeitung wird folgendes Problem betrachtet:
Gegeben ist eine Menge von Punkten Y = {p1,...,pn} C R?. Ge-
sucht wird eine Menge D = {D;,..., D, } von Kreisen mit Radien
r; und Zentren t;, sodass jeder Punkt aus Y von mindestens einem
Kreis iiberdeckt wird. Dabei soll die Kostenfunktion ;" f(r;) mit
f(r) = r* minimiert werden. So wird beispielsweise fiir o = 1 die Sum-
me der Radien und fiir a = 2 die iiberdeckte Flidche minimiert. Dabei
konnen verschiedene Einschrankungen fiir die Wahl der Mittelpunkte
der Kreise gelten. Je nach Problemstellung wird dabei die euklidische
Metrik oder eine andere L,-Metrik verwendet.

Folgende Resultat werden vorgestellt:

e Fiir eindimensionale Variante mit einer diskreten Menge giiltiger
Kreiszentren werden Algorithmen zur exakten Losung des Pro-
blems angegeben.

e Es wird bewiesen, dass das zweidimensionale Problem bei einer
diskreten Menge giiltiger Zentren NP-hart ist.

e Es werden exakte und approximative Algorithmen fiir auf eine
Gerade beschriinkte Kreiszentren angegeben.

e Es wird gezeigt, dass eine Variante des Problems, bei der die
Zentren auf einer frei wahlbaren, achsenparallelen Gerade liegen
miissen, unberechenbar durch Wurzeln ist. AnschlieSend wird ein
Approximationsalgorithmus fiir das Problem angegeben.

e Approximationsalgorithmen fiir auf einer frei wéhlbaren Geraden
liegende Kreiszentren werden vorgestellt.
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1 Einfiihrung

Die folgende Ausarbeitung basiert auf [2] und beschiftigt sich mit dem fol-
genden Problem:

Gegeben sei Y = {p1,...,p,} C R?, eine Menge von Punkten in der Ebe-
ne und eine Kostenfunktion f(r) = r®. Ein Kreis D mit Zentrum in ¢ und
Radius r iiberdecke einen Punkt p; (bei gegebener L,-Metrik d(.,.)) ge-
nau dann, wenn d(t,p;) < r. Gesucht wird eine Menge von Kreisen D =
{(t1,71), ..., (tm,Tm)}, mit Zentren t; und Radien r;, sodass jeder Punkt
aus Y durch mindestens einen Kreis von D iiberdeckt wird, und die Ge-
samtkosten ", f(r;) minimiert werden. Offensichtlich ist die Losung des
Problems in dieser Form trivial: Werden n Kreise mit Radius 0 auf den Punk-
ten aus Y platziert, so sind die Gesamtkosten 0. Aus diesem Grund gibt es
in verschiedenen Szenarien verschiedene Einschrankungen fiir die giiltigen
Positionen der Zentren der Kreise.

Das Problem entspricht einem Szenario, in dem Sender so platziert wer-
den miissen, dass eine Menge von Empfiangern in Reichweite der Sender
liegen. Die Radien entsprechen in diesem Szenario den Sendeleistungen der
Sender. Angelehnt an diese Anwendung werden die Punkte in Y auch Clients
und die Kreise auch Server genannt.

Soll die Kostenfunktion die benotigte Energie in Abhéngigkeit der Reich-
weite modellieren, so werden iiblicherweise superlineare Funktionen (v > 1)
verwendet. Verwendet man o = 2, so entspricht dies der iiberdeckten Fléche.
Lineare Kosten entsprechen der Summe der Radien und werden beispiels-
weise in [20] verwendet. Lineare Kosten werden nicht nur verwendet, um
das Problem zu vereinfachen und Erkenntnisse iiber die Struktur des Pro-
blems zu gewinnen, sondern auch um Situationen zu modellieren, in denen
tatsichlich lineare Kosten auftreten [11, 21]. Beispiele fiir solche Situationen
sind:

o Ubertragungen werden mittels eines schmalen Strahls, der entweder
gedreht, oder bei Bedarf ausgerichtet wird, durchgefiihrt.

e Ein Roboter soll seine Umgebung unter Zuhilfenahme eines rotieren-
den Laserstrahls scannen [15, 16]. Mochte man eine feste rdumliche
Auflésung erhalten, so hingt der Zeitaufwand des Scannens linear vom
Radius ab.

Das Problem ist ein Clustering-Problem und wurde von Bilo et al. [8]
,min-size k-clustering problem® genannt. Da viele Clustering-Probleme NP-
hart sind, wird h#ufig versucht, Approximationsalgorithmen oder Polyno-
mial Time Aproximation Schemes (PTAS) zu finden.

Ein Approximationsalgorithmus mit Approximationsgiite ¢ ist ein Algo-
rithmus, der eine Losung des Problems findet, die hochstens die c-fachen
Kosten der optimalen Loésung OPT hat, wobei ¢ eine von der Grofle der



Fingabe unabhéngige Konstante ist. Seien OPT die Kosten der optimalen
Losung. Ein PTAS ist ein Algorithmus, der zu jedem e > 0 eine Losung mit
Kosten < (14€)OPT findet, und dessen Laufzeit polynomiell von der Grofie
der Eingabe abhéngt. Ein PTAS heifit Fully Polynomial Time Aproximation
Scheme (FPTAS), wenn die Laufzeit auferdem maximal polynomiell von 1
abhéngt. Alle in dieser Ausarbeitung vorgestellten PTAS sind FPTAS.

In [2] wird auch eine , minimum cost covering tour* (MCCT) genann-
te Abwandlung des Problems vorgestellt, bei der die Kreiszentren auf den
FEcken eines Polygons liegen und die Gesamtkosten einer Linearkombinati-
on aus der Summe der Kosten der Kreise und der Lénge des Randes des
Polygons sind. In dieser Ausarbeitung wird dieses Problem allerdings nicht
betrachtet.

1.1 Einschrinkung der Positionen

Wie bereits erwéhnt, ist die Losung des Problems trivial, wenn keine Be-
schrinkungen fiir die Positionen der Server existieren. Aus diesem Grund
kann beispielsweise die Anzahl der Server auf k < n beschrinkt werden. In
dieser Ausarbeitung werden jedoch nur Varianten betrachtet, bei denen die
giiltigen Serverpositionen(die Zentren der Kreise) eingeschrénkt sind. Dabei
gibt es zwei grundlegende Arten der Einschrinkung:

1. Die Serverpositionen miissen Elemente einer diskreten Menge X =
{t1,...,tm} moglicher Positionen sein.

2. Die Serverpositionen miissen auf einer Gerade liegen. Je nach Variante
ist diese Gerade vorgegeben oder darf achsenparallel oder vollkommen
frei gewéhlt werden.

1.2 Vorgestellte Resultate

Es werden mehrere Resultaten - teils Verbesserungen bisheriger Resultate
und teils neue Ergebnisse - vorgestellt.

Fiir die auf eine diskrete Menge beschrinkte Menge werden die Resultate
von [8, 20] verbessert. Fiir das diskrete, eindimensionale Problem (Y C R)
wird ,,Closest-Center-with-Growth* (CCG), eine 3-Approximation, also ein
Approximationsalgorithmus mit Approximationsgiite 3, mit linearer Zeit-
komplexitét vorgestellt. Desweiteren wird der ,,Greedy Growth* (GG) Al-
gorithmus, der eine 2-Approximation in beinahe linearer Zeit berechnet,
vorgestellt.

Vor Erscheinen des Artikels [2] war bereits bekannt, dass die 2D-Varian-
ten des Problems fiir o > 2 NP-hart ist, und dass ein FPTAS existiert [8].
Hier wird gezeigt, dass das zweidimensionale Problem mit einer diskreten
Menge potentielle Serverpositionen bereits fiir « > 1 NP-hart ist.



Anschlielend werden Varianten des Problems, bei denen weniger strenge
Restriktionen fiir die Serverpositionen gelten, betrachtet. Es werden Dyna-
misches-Programmieren-Algorithmen prisentiert, die das Problem bei auf
eine Gerade beschrinkten Serverpositionen fiir beliebige L,-Metriken bei
linearen Kosten in O(n?logn) und fiir beliebige superlineare, monoton stei-
gende Kostenfunktionen in O(n*logn) Zeit 16sen. Desweiteren wird der
»Squar- Greedy“-Algorithmus (SG), der in O(nlogn) eine 3-Approximation
fiir lineare oder superlineare Kosten unter der Verwendung der L.,-Metrik
berechnet, vorgestellt. Anschlieend wird der ,,Square Greedy with Growth“
Algorithmus, der bei linearen Kosten unter Verwendung der L..-Metrik in
O(nlogn) Zeit eine 2-Approximation berechnet, prisentiert. Danach wird
gezeigt, wie die Resultate sich auf andere L,-Metriken verallgemeinern las-
sen.

Ein Szenario, in dem die Beschrdnkung der Serverpositionen auf eine
Gerade vorkommt, ist beispielsweise eine Situation, in der die Server ent-
lang einer Autobahn platziert werden sollen. Soll auflerdem der optimale
Verlauf der Autobahn bestimmt werden, so enthélt die Problemstellung das
Problem der optimalen Wahl der Geraden. Ein anderes solches Szenario ist
das Platzieren von Geréten entlang eines Laser- oder Mikrowellen-Strahls,
aus dem sie ihre Energie beziehen.

Es wird gezeigt, dass, wenn die Server entlang einer frei wahlbaren hori-
zontalen Geraden platziert werden miissen, die exakte, optimale Losung fiir
« = 1 unberechenbar durch Wurzeln ist. Dies geschieht unter Verwendung
einer Technik, die &hnlich dem Beweis der Unlosbarkeit des Fermat-Weber-
Problems [6, 7] funktioniert. Aulerdem wird ein FPTAS, dass fir a = 1
O("?3 logn) und fiir o > 1 O("—E5 logn) Zeit bendtigt, angegeben.

Fiir das Problem einer frei wiahlbaren Geraden und linearen Kosten wer-
den O(1)-Approximationen und ein FPTAS mit ZeitkomplexitétO(TeL—z logn)
vorgestellt.

1.3 Verwandte Arbeiten

Es gibt eine ganze Reihe von Clustering-Problemen, beispielsweise das k-
center Problem, bei dem das Maximum der Radien minimiert wird, das
k-median Problem, bei dem die Summe der Abstidnde der Zentren der Krei-
se von den iiberdeckten Clients minimiert wird und das k-clustering Pro-
blem, bei dem iiber alle Cluster das Maximum der Summen der paarweisen
Entfernungen innerhalb des Clusters minimiert wird. Vercffentlichungen, die
sich mit diesen Problemen beschiftigen, sind [1, 5, 18]. Fiir das Clustering-
Problem, bei dem bis zu k Cluster platziert werden diirfen und die Summe
ihrer Radien minimiert werden soll, wird eine O(1) Approximation in [10]
angegeben.

[20] beschiftigt sich mit der eindimensionalen, diskreten Version des in
dieser Ausarbeitung betrachteten Problems. Unter den Resultaten finden



sich ein O((n +m)?) Algorithmus zur exakten Losung des Problems und ei-
ne 4-Approximation mit linearer Zeitkomplexitét. Dieselbe Veroffentlichung
enthélt auch einen PTAS fiir das zweidimensionale Problem.

Bilo et al. [8] zeigen, dass das zweidimensionale Problem mit Kostenfunk-
tion f(r) = r® und a > 2 NP-hart ist, wenn entweder die Serverpositionen
auf eine diskrete Menge beschrinkt sind, oder nur & < n Kreise mit Cli-
entpositionen als Mittelpunkt platziert werden diirfen. Desweiteren werden
ein PTAS fiir & = 1 und eines fiir ein allgemeineres Problem, bei dem die
Kosten superlinear sind, zusétzliche Kosten fiir jeden Server addiert werden
und die Anzahl der Server beschrankt ist, vorgestellt.

Es existieren auch viele Probleme, bei denen die Clients durch Kreise
eines festen Radius iiberdeckt werden miissen. Hochbaum und Maas [19] ge-
ben ein PTAS fiir eine Uberdeckung mit einer minimalen Anzahl von Kreisen
mit festem Radius und beliebigen Zentren an. Dabei fithren sie eine , grid-
shifting genannte Technik ein, die in [8, 14, 20] verwendet und verbessert
wird.

Fiir auf eine diskrete Menge X beschriankte Serverpositionen betrachtet
Gonzales [17] ein Problem, bei dem die Anzahl der iiberdeckten Clients ma-
ximiert und die Anzahl der Server minimiert werden muss. Er gibt ein PTAS
fiir die Losung solcher Probleme bei denen zusétzlich ein Mindestabstand
zwischen den Servern liegen muss an.

In [9] wird eine c-Approximation mit polynomieller Laufzeit fir ein Pro-
blem vorgestellt, bei dem aus einer Menge mogliche Server ausgew#hlt wer-
den miissen, sodass diese eine Menge von Clients iiberdecken und die Ge-
samtkosten minimiert werden.

Die dem MCCT #hnlichsten Probleme sind das in [3] prisentierte ,,lawn-
mower“-Problem und das in [4, 13] beschriebene Travelling-Salesment-Pro-
blem mit Nachbarschaften. Beide sind NP-hart und fiir beide existieren ver-
schiedene Approximationsalgorithmen.

2 Szenario 1: Auf eine diskrete, eindimensionale
Menge beschrinkte Serverstandorte und lineare
Kosten

Zunéchst wird eine eindimensional, diskrete Variante des Problems betrach-
tet. Die Eingabe des eindimensionalen, diskreten Problems mit lineare Ko-
sten besteht aus einer diskreten Menge X = {t1,...,t,} von m moglichen
Serverpositionen und einer Menge Y = {p1,...,p,} von n zu iiberdeckende
Clientpositionen. Die Server- und Client-Positionen liegen entlang einer Ge-
raden. Gesucht ist eine minimale Uberdeckung der Clients durch Kreise,
deren Mittelpunkte in X liegen. Dabei wird von einer linearen Kostenfunk-
tion (o = 1) ausgegangen. Es wird angenommen, dass X und Y in der



gleichen Reihenfolge sortiert sind. Sollte dies nicht der Fall sein, kann die
Sortierung in O((n + m)log(n + m)) hergestellt werden.

Bisherige Ergebnisse von Lev-Tov und Peleg enthalten einen Algorith-
mus, der in O((n +m)?) die exakte Losung liefert [20]. Desweiteren zeigten
Bilo et all, dass das Problem fiir beliebiges « in polynomieller Zeit geltst
werden kann [8]. Die Zeitkomplexitét der dabei verwendeten Algorithmen
ist zwar polynomiell, aber dennoch relativ hoch. Es gibt einen weiteren Al-
gorithmus von Lev-Tov und Peleg, der in linearer Zeit eine 4- Approximation
berechnet [20].

Im folgenden werden ein Algorithmus, der in linearer Zeit eine 3-Appro-
ximation berechnet, und einer, der in O(m + nlogm) Zeit eine 2-Approxi-
mation berechnet, vorgestellt.

2.1 Der Closest-Center-with-Growth-Algorithmus (CCG)

Die Idee des Closest-Center-with-Growth-Algorithmus ist, die Clients von
links nach rechts zu verarbeiten und dabei zu entscheiden, ob es sinnvoller
ist, einen bereits existierenden, links vom aktuellen Client liegenden Kreis
zu vergrofern, oder einen neuen Kreis rechts vom Client einzufiigen.

Sei p; ein Client und seien alle Clients links von p; bereits durch den
CCG-Algorithmus iiberdeckt worden. Dann gibt es drei Moglichkeiten:

e p;, wurde bereits iiberdeckt und muss nicht weiter betrachtet werden.

e CCG fingt p; mit einem Kreis von links ein, vergroflert ihn also so
weit, dass er p; iiberdeckt. Dabei wird derjenige Kreis vergrofiert, bei
dem die durch das Einfangen verursachten Zusatzkosten am geringsten
sind. Da alle bereits platzierten Kreise links von p; liegen, ist dies
offensichtlich der Kreis, dessen Rand am weitesten rechts liegt. Da
alle Clients links von p; bereits eingefangen wurden, werden bei dieser
Aktion keine neuen Clients als Seiteneffekt {iberdeckt.

e CCG fiangt p; durch einen neuen Kreis, dessen Zentrum tj rechts von
p; liegt, ein. Dabei wird der Kreis die Serverposition t; gelegt, bei der
das Platzieren eines Kreises, der p; iiberdeckt, die geringsten Kosten
verursacht. Folglich ist ¢, immer die am weitesten links auf der rechten
Seite von p; liegende Serverposition. Bei der Aktion werden alle Clients
in (pi, tx + 2(tx — p;)] als Seiteneffekt iberdeckt.

Der Algorithmus verfahrt also von links nach rechts und priift bei je-
dem Client p;, ob er bereits {iberdeckt wurde. Falls dies nicht der Fall ist,
vergroflert er den am weitesten rechts endenen Kreis auf der linken Seite
von p; oder legt einen neuen Kreis um den rechts neben p; liegenden Ser-
ver, falls dies billiger ist. Dabei wird implizit angenommen, dass an allen
Serverpositionen links von p; Kreise (gegebenenfalls mit Radius 0) liegen.



Der Algorithmus itertiert iiber eine sortierte Liste aller Server und Cli-
ents. Die Serverliste wird dabei benétigt, um den rechten Nachbarn eines
Clients zu bestimmen. Liegt der auf p; folgende Client p;41 rechts des rech-
ten Nachbarn t; von p;, so muss in der Serverliste beginnend von tj solan-
ge gesucht werden, bis ein rechter Nachbar von p;;; gefunden wird. Diese
Suchvorgénge benotigen insgesamt O(m) Zeit. Des Weiteren wird in einer
Variable gespeichert, welches der am weitesten rechts endende Client ist. Sie
muss aktualisiert werden,

e wenn ein Client von rechts iiberdeckt wird. Der neu platzierte Kreis
ist dann der am weitesten rechts liegende.

e wenn auf der Suche nach dem rechten Nachbarn des nichsten Clients
der Zeiger in der Serverpositionenliste auf die n#chste Serverpositi-
on verschoben wird. Dies entspricht dem Platzieren eines Kreises mit
Radius 0.

Insgesamt sind also maximal O(n+m) Aktualisierungen nétig, die jeweils in
O(1) durchgefiihrt werden kénnen. CCG bendtigt also insgesamt O(n + m)
Zeit sofern die Client- und Serverpositionen bereits sortiert vorliegen.

Lemma 1 Der Closest Center with Growth Algorithmus berechnet eine 3-
Approzimation der optimalen Lésung in O(n + m) Zeit.

Dass die Approximationsgiite nicht besser als 3 sein kann, verdeutlicht
das folgende, auch in Abbildung 1 dargestellte Beispiel: Seien Serverpositio-
nen bei —2, 0 und 2 gegeben. Die Clients liegen an den Positionen —1 — e,
1+ € sowie gleichmiBig verteilt mit Absténden § im Intervall [-1—¢, —¢]. Es
gelte % > € > 0. GGC wird nun zunéchst den Client bei —1 — € durch einen
Kreis mit Radius 1 — € und Zentrum bei —2 iiberdecken. Anschlieflend wird
dieser Kreis vergrofiert, so dass das Intervall [—1 — €, —¢] iiberdeckt wird, da
das Einfangen durch den Kreis von links eines Client auf diesem Intervall
nur Kosten von § verursacht, wihrend ein Einfangen von rechts mindestens
€ kosten wiirde. Zuletzt wird noch der Client bei 1+ € durch einen Kreis mit
Zentrum bei 2 eingefangen. Die Kosten dieser Losung betragen dann 2 — e+
1 — e =3 — 2¢. Optimal wére es, alle Clients durch einen Kreis mit Radius
14 € und Mittelpunkt bei 0 zu iiberdecken. Die Approximationsgiite betrigt
also mindestens 31;2:. Dieser Wert kommt fiir beliebig kleines € beliebig nah
an 3.

Der Beweis der oberen Schranke der Approximattionsgiite ist dhnlich
dem von Lemma 2. Im Anschluss an den Beweis von Lemma 2 wird gezeigt,
wie er auf Lemma 1 iibertragen werden kann.

2.2 Der-Greedy-Growth-Algorithmus (GG)

Der Greedy Growth Algorithmus beginnt mit je einem Kreis mit Radius 0
an jeder Serverposition. Bei jeder Iteration wird unter allen Clients die noch



Abbildung 1: Eine Eingabe, bei der der CCG-Algorithmus beinahe das Drei-
fache der optimalen Kosten berechnet. Der gestrichelte Kreis ist die optima-
le; der durchgezeichnete die von CCG berechnete Losung. Die weiflen Kreise
entsprechen potentiellen Serverpositionen, wihrend die schwarzen Clients
reprisentieren.

nicht {iberdeckt wurden, derjenige gesucht, der mit den geringsten Kosten
eingefangen werden kann, also den geringsten Abstand zu einem néchsten
Kreis hat.

Fiir eine effiziente Implementation ist es insbesondere wichtig, schnell zu
bestimmen, welcher Client als néchstes eingefangen werden muss. Hierfiir
wird eine Priority-Queue verwendet. Eine wichtige Beobachtung ist, dass zu
jedem Zeitpunkt jeder Kreis K maximal zwei Clients als néchstes einfangen
kann — seine beiden Nachbarn. Deshalb miissen auch nur Clients, die direkt
mit einem Kreis benachbart sind, in der Priority-Queue gespeichert werden.
Bei der Initialisierung miissen pro Serverposition also nur betrachtet werden,
ob direkt links oder rechts davon Clientpositionen liegen. Da die Client- und
Serverpositionen(gemeinsam in einer grofflen Liste) sortiert sind, ist dies in
konstanter Zeit moglich. Also konnen alle relevanten Clients zu Beginn in
O(m) gefunden werden. Da eine Priority-Queue mit maximal 2m Elementen
in O(m) initialisiert werden kann, wird also fiir das Initialisieren insgesamt
O(m) Zeit benétigt.

Als néchstes wird die maximale Anzahl der Elemente, die auf einmal in
der Priority-Queue liegen kénnen, betrachtet: Da die Priority-Queue genutzt
wird, um den Client zu finden, der den geringsten Abstand zum nichsten
Kreis hat, miissen wir auch nur Clients, die dafiir in Frage kommen einfiigen.
Alle Punkte, die nicht direkt mit einem Kreis benachbart sind, kénnen also
weggelassen werden. Folglich miissen sich zu jedem Zeitpunkt nur bis zu 2m



Clients in der Priority-Queue befinden. Es sind also zu jedem Zeitpunkt nur
O(m) Elemente in der Priority-Queue und die Aktionen ,Einfiigen in die
Priority-Queue®, ,Loschen aus der Priority-Queue“ und ,, Verringern eines
Wertes aus der Priority-Queue® haben die Zeit-Komplexitidt O(logm).

Als néchstes betrachten wir die Vergrofierung eines Kreises. Dabei miis-
sen die Werte in Priority-Queue aktualisiert werden. Um die dafiir benéttigte
Zeit abzuschiitzen, betrachten wir eine einzelne Vergréflerung. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit liege der dabei eingefangene Client p; links
des Zentrums des vergroflerten Kreises K. Zunéchst einmal muss p; aus der
Priority-Queue entfernt werden. Liegt links von p; ein weiterer Client, so
kénnen wir ihn aufgrund der Sortierung der Server und Clients in O(1) fin-
den. Wird ein solcher Client gefunden, so muss er in die Priority-Queue
eingefiigt werden. Sei p; der néchste Nachbar rechts von K. Dann verrin-
gert das Vergrofiern von K den Abstand zu p; und der Schliissel von p; in
der Priority-Queue muss verringert werden. p; kann nicht als Seiteneffekt
des Vergrofiern eingefangen werden, da der Abstand zwischen p; und K vor
dem Vergroflern des Kreises grofler war, als der zwischen p; und K. Eine
Ausnahme besteht, wenn K genau gleich weit entfernt von p; und p; war. In
diesem Fall konnen wir den Schliissel von p; einfach auf 0 setzen. Das einfan-
gen eines Clients bendtigt also maximal 3 Priority-Queue-Aktionen, die je
O(log m) Zeit bendtigen. Also kostet das Einfangen aller Clients insgesamt
O(nlogm) Zeit. Werden die Kosten der Initialisierung addiert, ergibt sich
eine Gesamtkomplexitit von O(m + nlogm).

Lemma 2 Fir o = 1 berechnet der Greedy Growth-Algorithmus eine 2-
Approximation der Optimalen Losung OPT in O(m + nlogm) Zeit.

Beweis. Die Zeitkomplexitit wurde bereits gezeigt. Es bleibt also die Ap-
proximationsgiite zu beweisen. Die Idee des Beweises ist, fiir einen Kreis D
aus der optimalen Losung alle enthaltenen Clients zu betrachten. Es wird ge-
zeigt, dass der GG Algorithmus fiir ihre Uberdeckung maximal 2- Radius(D)
Kosten benotigt.

Zunichst jedoch seien die Intervalle J; definiert wie folgt; sei p; ein Client,
der von GG durch den Server ¢; eingefangen wird. Der Radius des Kreises
um ¢; vor dem Einfangen sei r;. Falls p; > ¢; sei J; = (tj 47}, p;], andernfalls
sei J; = [r;,t; — r;). Anschaulich ist J; also die Strecke, die der Kreis p;
yentgegenkommen* musste. Zwei wichtige Beobachtungen sind, dass die J;
disjunkt sind, also J; N.Jy = 0 fiir ¢ # k, und dass die Summe der Lingen der
J; die Summe der Radien ist. Dies liegt daran, dass fiir jede Vergréflerung
eines Kreises ein J; mit entsprechender Lénge erzeugt wird.

Sei D ein Kreis aus der optimalen Uberdeckung dessen Zentrum in tp
liegt. Sein Radius sei rp. Betrachtet werden alle J;, deren Clients p; inner-
halb von D liegen. Da die J; disjunkt sind, kann auf jeder Seite des Kreises
maximal ein J; aus dem Kreis herausragen. Soweit existent sei das links
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Abbildung 2: Existiert Jg, so existiert zwangslaufig innerhalb der rechten
Halfte von D ein Intervall mindestens der gleichen Lénge, dass keine Jg
enthélt oder schneidet.

herausragende J; mit J;, bezeichnet und das rechts herausragende mit Jg.
Angenommen, Jg existiert. Dann kann Jg nicht um mehr als rp aus D
herausragen, da der zugehorige Client pr sonst von D eingefangen worden
ware.

Es sei A\ = Linge(Jg). Im Folgenden wird angenommen, dass Jp exi-
stiert. Es wird gezeigt, dass dann innerhalb der rechten Hilfte von D ein
Intervall mindestens der Lénge A liegt, dass keine J; enthélt. Aufgrund der
Symmetrie des Algorithmus liasst die Aussage sich auch auf Jy, iibertragen.
Da die J; disjunkt sind folgt dann, dass zu den Clients, die von D iiberdeckt
werden, J; gehoren, deren Lange insgesamt maximal Durchmesser(D) =
2rp betréagt. Dies gilt auch wenn, Jp nicht existiert da dann trivialerweise
die Gesamtlange der rechts von tp liegenden J;, die zu von D {iberdeckten
Clients gehoren, maximal rp betriagt. Es folgt, dass die von D {iberdeckten
Clients in der von GG berechneten Losung maximal 2 - rp Kosten verur-
sachen, und dass die von GG berechnete Losung maximal die doppelten
Kosten der optimalen Losung hat.

Es bleibt also folgendes zu zeigen: Angenommen Jp existiert, dann liegt
innerhalb von D, rechts von tp ein Intervall mit Linge > A, dass keine
J; tiberschneidet. Da wir von einer Situation ausgehen, in der Jg existiert,
vergroflert GG einen Kreis Dp rechts von pr mindestens so lange, bis pr
eingefangen wurde. Aufgrund anderer Clients kann der Kreis auch danach
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noch weiter wachsen. Auf jeden Fall gibt es einen Client p; in D der zuletzt
von Dpg aktiv eingefangen wird. Mitunter aber nicht zwangslaufig ist dieser
Client pg. p; ist nicht zwangslaufig der am weitesten links liegende Client
in Dpg, da nach rechts gerichtetes Wachstum dazu fithren kann, dass auf der
linken Seite von Dp Clients, die zuvor von einem anderen Kreis eingefangen
wurden, auch von Dp {iberdeckt werden.

p; muss rechts von tp liegen, da es sonst weniger Kosten verursacht
hétte, p; mit tp einzufangen. Der Abstand zwischen p; und tp ist mindestens
A, da p; sonst von links von D eingefangen worden wére, noch bevor ppr
eingefangen wurde. Analog gilt auch im Fall p; = pg, dass der Abstand
zwischen t; mindestens A betrégt. Liegen zwischen ¢p und pg keine weiteren
Clients, so iiberschneidet das Intervall (¢p,p;) mit Linge > X kein J; und
der Beweis ist gegliickt.

Zu betrachten bleibt also der Fall, in dem zwischen p; und tp weitere
Clients liegen. Sei p;_1 der Client direkt links von p;. Angenommen, der
Abstand zwischen p;_1 und p; betrigt mindestens A. Sollte p;_1 von links
gefangen worden sein, enthélt das Intervall (p;—1,p;) keinen Client und der
Beweis ist ebenfalls gegliickt. Sollte p; 1 von rechts eingefangen worden sein,
SO muss p;_1 von einen Server ti, der zwischen p; 1 und p; liegt eingefangen
worden sein, da p;—1 gemafl der Definition von p; nicht vom selben Kreis
wir p; eingefangen worden sein kann. Dann muss der Abstand zwischen p;
und ?; mindestens A betragen. Andernfalls wére p; bereits von links von t,
eingefangen worden, noch bevor pgr eingefangen wurde.

Es bleibt also nur noch der Fall, in dem der Abstand zwischen p;_1
und p; kleiner als X ist, zu betrachten. Offensichtlich kann dann p;_1 nicht
vor pr eingefangen worden sein, da ansonsten p; sofort vom gleichen Kreis
wie p; eingefangen worden wire. Dies widerspricht jedoch der Annahme,
dass p; von Dp und p;_1 von einem anderen Kreis eingefangen wurden.
Desweiteren kann kein Server zwischen p;_1 und p; liegen, da dieser sonst
p; eingefangen hétte. Da p; der letzte Client ist, der von Dp aktiv von
rechts eingefangen wurde und zwischen p;_1 und p; kein Server liegt, muss
pi—1 also von links eingefangen worden sein. Da p;_1 vor pgr eingefangen
wurde, muss links von p; folglich mindestens ein Intervall J;;, mit Lange > A
liegen, welches zum selben Kreis gehoren, der auch p;_ 1 eingefangen hat
und die platziert wurden, bevor p;_; eingefangen wurde. Auflerdem liegen
rechts von p; Intervalle J,.; mit Linge von mindestens A, die zu D gehdren
und platziert wurden, bevor p; eingefangen wurde. Eines dieser Intervalle
(moglicherweise das Einzige) ist Jr. Nun gibt es zwei mogliche Fille: Wird
das letzte Jj, platziert, bevor dass letzte J;, platziert wird, so wird p;—1 vor
p; eingefangen. Anschlieffend betragen die Kosten fiir das einfangen von p;
von links d(p;—1,p;) < A und bevor p; von rechts eingefangen werden kann,
muss noch ein J,.; mit einer Linge > A platziert werden. Also wird p; von
links eingefangen, was der Definition von p; widerspricht. Analog fiihrt der
zweite Fall, bei dem das letzte J,.; vor dem letzten J;, platziert wird dazu,
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Abbildung 3: Eine Situation, in der die vom GG Algorithmus berechne-
te Losung (durchgezeichnet) beinahe die doppelte Kosten der optimalen
Losung (gestrichelt) hat

dass p;—1 von rechts eingefangen wird, was ebenfalls zu einem Widerspruch
fihrt.

Also fithrt die Annahme, dass der Abstand zwischen p; 1 und p; klei-
ner als \ ist, zwangslaufig zu einem Widerspruch. Folglich liegt links von p;
in dem Intervall [p; — A, p;] kein J und die Voraussetzungen fiir die Argu-
mentation, die zu einer oberen Schranke von 2 fiir die Approximationsgiite
fithrten, sind gegeben.

Eine Situation, die belegt, dass 2 auch Untere Schranke der Approxi-
mationsgiite ist, wird in Abbildung 3 dargestellt. Zwei Clients befinden sich
bei —1 und 1. Server befinden sich an den Positionen —2 + ¢, 0 und 2 — €.
GG berechnet die mit durchgezeichneten Kreisen dargestellte Losung: Krei-
se mit Radius 1 — ¢ werden bei —2 + € und 2 — € platziert. Die Kosten der
Losung betragen 2 — 2 - €. Die gestrichelt dargestellte, optimale Losung, bei
der ein Kreis mit Radius 1 bei 0 platziert wird, hat lediglich Kosten von 1.
Fiir beliebig kleine € kommen die Kosten der von GG berechneten Losung
beliebig nah an die doppelten Kosten der optimalen Losung heran. a

Wie bereits angedeutet, kann der Beweis auf Lemma 1 iibertragen wer-
den. Dabei gelten die meisten Argumente unmodifiziert auch fiir den CGG-
Algorithmus. Ordnet man erneut jedem Kreis der optimalen Losung die J;
der iiberdeckten Clients zu, so kann erneut nur je ein J; auf jeder Seite her-
ausragen. Erneut kénnen Jr und Jp lediglich um den Radius des Kreises
herausragen. Auch die Argumentation, dass rechts des Zentrums des Kreises
ein Bereich der Liange A frei sein muss, erfolgt analog. Aufgrund des asyme-
trischen Vorgehens des GGC, lasst sich dieses Argument jedoch nicht auf
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die linke Hélfte des Kreises iibertragen. Da der Bereich zwischen Jp und
dem Zentrum des Kreises erst nach der Platzierung von Jr, bearbeitet wird,
haben hier platzierte J; keinen Einfluss auf die Platzierung von Jp,. Folglich
kann die linke Hilfte nahezu komplett von .J; iiberdeckt werden. Als Summe
der Léngen der einem Kreis D aus der optimalen Losung zugeordneten J; er-
halten wir also 2- Radius(D)+ LingeJy, < 3- Radius(D) und die berechnete
Losung hat maximal die dreifachen Kosten der optimalen Losung.

3 NP-Hiarte des zweidimensionalen, diskreten
Problems bei a > 1

In diesem Abschnitt wird folgendes Problem betrachtet: Gegeben sei ei-
ne Menge von Clientpositionen Y = {p1,...,p,} C R? sowie eine Menge
moglicher Serverpositionen X = {t1,...,t,} C R Anders als in den vor-
herigen Abschnitten wird also eine 2-dimensionale Variante des Problems
betrachtet. Gesucht wird eine Uberdeckung von Y durch Kreise, deren Mit-
telpunkte in X liegen, und die minimale Gesamtkosten hat. Dabei sind die
Kosten eines Kreises mit Radius 7 f(r) = r® mit a > 1. « ist dabei fest,
also nicht Teil der Eingabe. Es wird die euklidische Metrik verwendet.
Uber dieses Problem kann folgende Aussage getroffen werden:

Theorem 3 Fir beliebiges, festes a > 1 seien die Kosten eines Kreises mit
Radius r als f(r) = r® definiert. Dann ist es es NP-hart, zu entscheiden,
ob die minimalen Kosten einer Uberdeckung von n Clientpositionen durch
Kreise, deren Zentren Element einer vorgegebenen, diskreten Menge mit m
Elementen sind, einen bestimmten Wert unterschreiten.

Beweis. (Skizze)
Die Idee des Beweises ist, das PLANAR-3SAT-Problem, von dem bereits be-
kannt ist, dass es NP-hart ist, zu reduzieren. Bei PLANAR-3SAT handelt es
sich um eine Variation des 3SAT-Problems. Beim 3SAT-Problem ist eine
Formel in konjunktiver Normalform, bei der jede Klausel aus maximal 3
Literalen besteht, gegeben, und es soll festgestellt werden, ob eine Belegung
existiert, die die Formel erfiillt.

Fiir eine Instanz des 3SAT-Problems wird ein der folgende, ungerichtete
Graph erzeugt:

e Fiir jede Variable und jede Klausel wird ein Knoten erzeugt.

e Je eine Kante wird zwischen jedem Klausel-Knoten und jeder in der
Klausel vorkommenden Variable platziert.

FEine Instanz des 3SAT-Problems ist Instanz des PLANAR-3SAT, genau dann,
wenn der zugehorige Graph planar ist.
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(a) Ausschnitt eines Variablen-Bereichs. Um
den gesamten Variablen-Bereich darzustellen,
muss die dargestellte Kette zu einem Kreis ver-
vollstandigt werden.

Abbildung 4: Bei der Reduktion des PLANAR-3SAT vorgenommene Erset-
zungen

Sei I eine Instanz der PLANAR-3SAT-Problems und G der zugehorigen
planare Graphs. Dann wird eine kreuzungsfreie geometrische Realisation
von G in R? berechnet. Dies ist mit ganzzahligen Koordinaten, die durch
ein Polynom iiber die Anzahl der Knoten und Kanten in G beschrankt sind,
moglich [2]. jeder Variablenknoten in G durch eine grob im Kreis angeord-
nete Menge von Client- und Serverpositionen ersetzt. Dabei wird das in
Abbildung 4(a) angedeutete Schema verwendet: Entlang des Randes eines
gedachten Kreises werden immer abwechselnd ein Server und ein oder zwei
Clients platziert. Dabei wird fiir jede Variable eine gerade Anzahl von Ser-
verpositionen platziert. Zur Uberdeckung der Clients kann bei jeder zweiten
Serverposition ein Kreis platziert werden, der die drei benachbarten Cli-
ents iiberdeckt. Die Abstédnde der Client- und Serverpositionen werden so
gewdhlt, dass alle diese Kreise gleich grofl sind. Dann gibt es, wie man sich
anhand von Abbildung 4(a) verdeutlichen kann, genau zwei mogliche mi-
nimale Uberdeckungenen des Variablen-Bereichs: bei einer werden die ge-
strichelten Kreise, bei der anderen die durchgezeichneten Kreise platziert.
Groflere Teile konnen nicht Teil der Losung sein, da o > 1 gilt. Jeder der
beiden méglichen minimalen Uberdeckungen wird eine Belegung der zum
Bereich gehorenden Variable zugegordnet. Im Folgenden wird angenommen,
dass die durchgezeichneten Kreise einer Belegung mit ,, Wahr“, und die ge-
strichelten einer Belegung mit , Falsch“ entsprechen.

Neben den Variablen-Bereichen wird auch jede Klausel durch ein spe-
zielles Konstrukt ersetzt. Dieses wird in Abbildung 4(b) dargestellt. In je-
dem Klausel-Bereich liegen vier Clients und fiinf Serverpositionen. Isoliert
betrachtet kénnen die Clients des Klausel-Bereichs optimal {iberdeckt wer-
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den, indem zwei der drei kleinen angedeuteten Kreise gesetzt werden. Ist
allerdings einer der groflien Kreise bereits gesetzt, so iiberdeckt er einen der
Clients und die restlichen kénnen durch den dem grofien Kreis gegeniiber-
liegenden kleinen Kreis iiberdeckt werden. Andererseits muss zwangslaufig
ein kleiner Kreis zur Uberdeckung des mittleren Clients platziert werden -
selbst wenn alle groflen Kreise gesetzt sind. Die Situation lésst sich also wie
folgt zusammenfassen:

e Ist keiner der groflen Kreise gesetzt, so miissen zwei der drei kleinen
Kreise gesetzt werden. Welche beiden Kreise gesetzt werden, kann be-
liebig gew&hlt werden.

e Ist mindestens einer der groflen Kreise gesetzt, so muss genau ein klei-
ner Kreis gesetzt werden. Welcher dies ist, hédngt davon ab, welche
groflen Kreise gesetzt sind.

Es gibt natiirlich auch noch Moglichkeiten, die Clients mit anderen (grofie-
ren) Kreisen, als den dargestellten zu iiberdecken. So kénnte beispielsweise
statt zwei kleinen Kreisen mit Radius r ein Kreis mit Radius 2r um einen der
inneren Serverpositionen platziert werden. Dabei wiirden allerdings wegen
a > 1 Kosten von (2r)* = 2% > 2r®, also hohere Kosten entstehen. Aus
dghnlichen Griinden wird es nie optimal sein, einen der groflen Kreise zu
vergroflern, statt einen kleinen zu platzieren.

Jeder grofie Kreis eines Klausel-Bereichs gehort zu einem Literal in der
Formel und wird mit einer Kette so mit dem zugehorigen Variablen-Bereich
verbunden. Tritt die Variable in der Formel nicht negiert auf, so geschieht
die Verbindung so, dass der grofle Kreis im Klausel-Bereich genau dann
gesetzt werden muss, wenn die Variable mit ,, Wahr“ belegt wird. Analog
werden grofle Kreise, die zu einer negierten Variable gehéren so verbunden,
dass sie gesetzt werden miissen, falls die Variable mit ,,Falsch* belegt wird.
Dementsprechend wird mindestens ein grofler Kreis des Klausel-Bereichs
gesetzt, wenn mindestens ein Literal den Wert ,, Wahr“ ergibt, also wenn die
zugehorige Klausel erfiillt wird. Dementsprechend ist die betrachtete 3SAT-
Formel genau dann erfiillbar, wenn es eine Uberdeckung aller Clients gibt,
bei der in jedem Klausel-Bereich nur ein kleiner Kreis gesetzt wird. Wie
am Ende des Beweises gezeigt wird, ist eine solche Uberdeckung, falls sie
existiert, zwangslaufig minimal.

Zunéichst wird jedoch gezeigt, wie die Ketten zwischen den Klausel-Be-
reichen und den Variablen-Bereichen konstruiert werden. Ihre wichtigste Ei-
genschaft ist, dass sie die Belegung der Variablen propagieren. Desweiteren
sollen die Kosten zur Uberdeckung einer Kette unabhingig von der Belegung
der zugehorigen Variablen konstant sein. Abbildung 5 skizziert die Verbin-
dung zwischen einem Variablen-Bereich und einem Klausel-Bereich. Sind
bei dem Variablen-Bereich die durchgezeichneten Kreise gesetzt, so miissen
auch auf der Kette die durchgezeichneten Kreise platziert werden. Folglich
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Abbildung 5: Die Verbindung zwischen eine Variablen-Bereich und einem
Klausel-Bereich.

wird der obere Kreis des Klausel-Bereich gesetzt und die verbleibenden Cli-
ents der Klausel konnen durch setzen des unteren kleinen Kreises iiberdeckt
werden.

Angenommen, das Setzen der durchgezeichneten Kreise entspricht einer
Belegung der Variable v mit dem Wert ,,Wahr“. Dann entspricht die Kette
einem nicht-negierten Vorkommen der Variable v in der zu dem Klausel-
Bereich gehérenden Klausel. Wiirde v stattdessen negiert vorkommen, so
miisste die Kette an einem der gestrichelten Kreise platziert werden.

Die Ketten konnen beliebig verliangert werden, sofern dabei eine gera-
de Anzahl von Serverpositionen hinzugefiigt wird. Da die Variablen-Bereiche
und die Klausel-Bereiche Knoten und die Ketten Kanten eines planaren Gra-
phen entsprechen, kinnen die Ketten immer ohne Uberkreuzungen platziert
werden.

Nun werden die Kosten einer optimalen Uberdeckung abgeschitzt. Da
jeder Variablen-Bereich eine gerade Anzahl von Serverpositionen besitzt,
wird unabhéngig davon wie die zugehorige Variable belegt wird, um die
Halfte der Serverpositionen Kreise gelegt. Da diese Kreise auflerdem alle den
selben Radius haben, sind die Kosten der Variablen-Bereiche unabhéingig
von der Variablenbelegung. Die gleichen Argumente gelten fiir die Kosten der
Ketten. Existiert eine erfiillende Belegung fiir das PLANAR-3SAT-Problem,
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so reicht es in jedem Klausel-Bereich einen kleinen Kreis zu platzieren. Sei
sy die Anzahl der Serverpositionen in Variablen-Bereichn, sx die Anzahl der
Serverpositionen in Ketten und &k die Anzahl der Klauseln. Desweiteren seien
¢ die Kosten eines kleinen und c¢g die Kosten eines groflen Kreises. Dann
sind die minimalen Gesamtkosten, wenn eine erfiillende Belegung existiert,
genau cerp = 3 - cg + % - cg + k- cx. Existiert keine erfiillende Belegung,
so miissen in mindestens einem Klausel-Bereichzwei kleine Kreise platziert
werden. Die Kosten betragen also mindestens % g+ ocgtk-cpto =
Cerf + Cp > Cerg. Ist nun also bekannt, ob eine Uberdeckung mit Kosten
< cerf+ % existiert, so kann hieraus geschlossen werden, ob eine erfiillende
Belegung der Formel existiert.

Um den Beweis abzuschliefen, muss allerdings noch gezeigt werden,
dass die Reduktion in polynomieller Zeit erfolgen kann. Da die rdumliche
Anordnung der Variablen-Bereiche und der Klausel-Bereiche der Knoten-
platzierung einer kreuzungsfreien Realisierung des Graphs G entspricht, ist
zunéchst wichtig, dass G so eingebettet wurde, dass alle Komponenten der
Knotenpositionen ganzzahlig und durch einen Wert, der polynomiell von
der Anzahl der Kanten und Knoten von G abhéingt, beschriankt sind. Diese
Anzahlen hingen wiederum polynomiell von der Grofie der PLANAR-3SAT-
Formel ab. Hieraus lésst sich schlieflen, dass die maximalen Entfernungen
zwischen den Klausel-Bereichen und den Variablen-Bereichen nur polyno-
miell von der Grofle der Eingabe abhéingen. Desweiteren ist aufgrund der
ganzzahligen Koordinaten der Abstand zwischen benachbarten Variablen-
Bereichn und Variablen-Bereichn 1 nicht unterschreitet. Dies ist wichtig,
da die Grofie der Kreise in Abhéngigkeit des verfiigbaren Platzes gewéhlt
werden muss.

Es werden fiir jeden Variablen-Bereich eine von der Anzahl der anzu-
schlieBenden Klauseln abhéngige Anzahl von Clientpositionen und Serverpo-
sitionen benétigt. Fiir jeden Klausel-Bereich wird eine feste Anzahl bendttigt.
Desweiteren lasst sich erahnen, dass aufgrund der bereits dargelegten Ar-
gumente die Anzahl der nétigen Clientpositionen und Serverpositionen in
Ketten beschrénkt ist und das hieraus folgt, dass die Reduktion in polyno-
mieller Zeit moglich ist.

Auf einen exakten Beweis dafiir, dass die Reduktion in poynomieller Zeit
moglich ist, wird hier, wie auch in [2], verzichtet. O

4 Serverpositionen beschrinkt auf eine feste, ho-
rizontale Gerade

In diesem Szenario konnen die Serverpositionen beschréinkt auf eine Gera-

de, die ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die X-Achse ist, frei gewéihlt

werden. Derartige Szenarien konnen beispielsweise daraus resultieren, dass
Server entlang einer Autobahn oder einem Gang in einem Gebdude liegen
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miissen. Desweiteren ist die Losung des Problems eine Voraussetzung fiir
die Losung eines anderen Problems, bei dem die Server entlang eines Poly-
gonzuges liegen miissen. Dieses Problem wird allerdings im Rahmen dieser
Ausarbeitung nicht betrachtet.

4.1 Exakte Losung

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus der dynamischen Programmie-
rung vorgestellt, der eine Menge von Serverpositionen und zugehotrigen Krei-
sen zur Uberdeckung einer Menge von Clients Y = {pi,...,p,} mit mi-
nimalen Kosten berechnet. Der Bequemlichkeit halber wird angenommen,
dass die Clients in aufsteigender Folge entlang der X-Achse indiziert sind.
Desweiteren wird ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen, dass
alle Clientposition paarweise verschieden sind und oberhalb oder auf der
X-Achse liegen. Sollten zwei Clients an der selben Position liegen, kann ei-
ner weggelassen werden. Sollte ein Client an der Position (x,y) mit y < 0
liegen, so kann er an die Position (x,—y) verschoben werden, da jeder x-
Achsen-zentrierte Kreis, der (z,y) iiberdeckt auch (x,—y) iiberdeckt und
umgekehrt.

Ein Kreis C heifit festgenagelt, wenn er der am weitesten links liegende,
X-Achsen-zentrierte Kreis mit dem geringsten Radius ist, der eine Menge
von Clients aus Y tiberdeckt. (Wird die Lo.-Metrik verwendet, so sind Krei-
se Quadrate und es gibt Mengen von Clients, die von mehreren Kreisen des
gleichen minimalen Radius iiberdeckt werden. Um in diesem Fall die Eindeu-
tigkeit des festgenagelten Kreises zu erhalten, wird der festgenagelte Kreis
als der am weitesten links liegende Kreis definiert.)

Eine wichtige Beobachtung ist, dass ein festgenagelter Kreis C' einer Men-
ge Y/ C Y, stets gleichzeitig der festgenagelte Kreis einer ein- oder zweiele-
mentigen Menge Y” C Y” ist. Liegt nur ein Client p; auf dem Rand von C
- dieser liegt dann zwangslaufig am hochsten Punkt von C' - so ist C' auch
gleichzeitig der festgenagelte Kreis von {p;}. Liegen mehrere Clients auf dem
Rand des Kreises, so liegt zwangsldufig mindestens einer links und rechts des
Zentrums. Légen alle Clients auf dem Rand auf einer Seite des Zentrums, so
konnte man C' so in diese Richtung verschieben, das er verkleinert werden
kann und dennoch die gleichen Clients wie zuvor iiberdeckt werden. Man
kann also auf dem Rand von C einen Client links des Zentrums und einen
rechts davon wéhlen. Dann ist C ebenfalls festgenagelter Kreis dieser bei-
den Clients. (Die Argumentation ist nicht giiltig fiir die Loo-Metrik — wird
sie verwendet, so miissen stattdessen ein Client auf dem rechten Rand des
Rechtecks und einer auf dem oberen oder linken Rand gewihlt werden.)
Aus diesen Beobachtung liasst sich ableiten, dass folgende Definition eines
festgenagelten Kreises dquivalent ist: Ein Kreis C heifft festgenagelt, wenn
er der kleinste, am weitesten links liegende Kreis ist, auf dessen Rand ein
bestimmter Client oder ein bestimmtes Paar von Clients liegt. Folglich gibt
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Abbildung 6: K¢ iiberdeckt K7 U K5 und hat bei o = 1 geringere Kosten

es maximal n(n — 1) + n € O(n?) festgenagelte Kreise.

Sofern die Kostenfunktion f monoton steigt, gibt es eine optimale Lo-
sung des Problems, die nur aus festgenagelten Kreisen besteht. Jede optimale
Losung, die nicht nur aus festgenagelten Kreisen besteht, ldsst sich in eine
optimale Losung aus festgenagelten Kreisen iiberfithren, in dem jeder Kreis
C durch den festgenagelten Kreis zu den Clients, die C' iiberdeckt, ersetzt
wird. Dabei wachsen die Kosten der Losung nicht, da kein Kreis eine Men-
ge von Clients mir geringeren Kosten als denen des festgenagelten Kreises
iiberdecken kann.

4.1.1 Lineare Kosten

Zunéchst wird eine lineare Kostenfunktion betrachtet. In diesem Fall iiber-
schneiden sich die Kreise der optimalen Losung nicht, da fiir jedes Paar
tiberschneidender Kreise ein grofierer Kreis existiert, der die beiden kleineren
enthélt und dessen Radius kleiner ist, als die Summe der Radien der kleinen
Kreise. Dies wird auch in Abbildung 6 verdeutlicht.

Ein Algorithmus der dynamischen Programmierung, der eine optimale
Losung des Problems berechnet, ist Algorithmus 4.1. Dabei ist der Be-
sitzer eines festgenagelten Kreises der am weitesten rechts in ihm liegende
Client. Der Algorithmus verarbeitet die Kreise von links nach rechts. Be-
trachtet werden in jeder Iteration alle festgenagelten Kreise, deren Besitzer
der aktuell betrachtete Client ist. Alle festgenagelten Kreise, oberhalb denen
Clients liegen, konnen nicht Teil der optimalen Losung sein, da ein weiterer
Kreis zur Uberdeckung der oberhalb liegenden Kreise benétigt wiirde, und
dieser den ersten Kreis schneiden wiirde. Jeder Client p; ist zwangsldufig Be-
sitzer mindestens eines festgenagelten Kreises, oberhalb dessen keine Clients
liegen, némlich dem zu {p1,...,p;}.
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Algorithmus 4.1 MinSumOfRadiusCircleConver(Y)
for jeden festgenagelten Kreis do
Finde den am weitesten rechts und links liegenden Punkt im Kreis
end for

Kosten[0] := 0;
for i =1 to n do
Kosten[i] := oc;

for jeden festgenagelten Kreis K dessen Besitzer p; ist do
if kein Punkt in P liegt direkt oberhalb von K then
p; := am weitesten links liegender Punkt in K;
Kosten[i] := min{ Kosten[i], Kosten[j — 1] + radius(K)};
end if
end for
end for
return Kosten[n];

Der Algorithmus berechnet fiir jeden Client p; Uberdeckungen der Cli-
ents {pi,...,p;}. Diese bestehen aus einem festgenagelten Kreis, der Cli-
ents {pj,...,p;} iiberdeckt, sowie der optimalen Uberdeckung der Clients
{p1,...,pj—1}. Folglich sind Kosten[n] die minimalen Kosten der Uberde-
ckung von p1,...,py.

Die triviale Implementierung des Algorithmus benétigt O(n?) Zeit, da
fiir jeden der O(n?) festgenagelten Kreise bestimmt werden muss, ob einer
der n Clients oberhalb des Kreises liegt, und welcher der n Clients am wei-
testen links und rechts innerhalb des Kreises liegt. Mit einigen zusétzlichen
Uberlegungen lisst sich die Zeitkomplexitit jedoch um beinahe einen linea-
ren Faktor verringert werden.

Am einfachsten ist die Verbesserung der Laufzeit, wenn die L,,-Metrik
verwendet wird. Nun sind Kreise Quadrate und jeder Client p; ist Besitzer
von exakt i festgenagelten Quadraten: einem mit p; in der rechten, oberen
Ecke und einem fiir jedes j < 7 mit p; auf dem rechten Rand und p; auf dem
linken oder oberen Rand. Folglich kénnen diese Quadrate in O(i) berechnet
werden. Sortiert man die Clients zu Beginn (in O(nlogn) Zeit) nach der
x-Koordinate, so kann auflerdem der fiir jedes festgenagelte Quadrat der am
weitesten links liegende Client mit bindrer Suche gefunden werden. Der am
weitesten rechts liegende Client ist zwangsldufig p;. Also kdnnen alle festge-
nagelten Quadrate, deren Besitzer p; ist sowie die am weitesten links und
rechts darin liegenden Clients in O(ilog i) Zeit berechnet werden. Insgesamt
muss dies fiir n Clients durchgefiihrt werden. Also kénnen also alle festge-
nagelten Quadrate inklusive den Besitzern und den am weitesten rechts und
links liegenden Clients in O(n?logn) berechnet werden.

Um zu testen, ob ein Client oberhalb eines Quadrats mit Zentrum bei
x und Radius r liegt, muss lediglich getestet werden, ob Clients oberhalb
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des Intervalls [x — r,x + r| auf der x-Achse liegen, deren Hohe grofier als
r ist. Hierfiir eignet sich die Datenstruktur , Priority-Search-Tree*“ beson-
ders gut. Ein Priority-Search-Tree ist d&hnlich aufgebaut, wie ein Maximums-
Heap beziiglich der Hohe der Clients. Allerdings werden die Clients so auf
die Teilbdume unter der Wurzel verteilt, dass im linken Teilbaum die linke
Hilfte der Clients liegt im rechten die rechte. Auf tieferen Ebenen wird ana-
log verfahren. Nun kann wie folgt getestet werden, ob ein Client mit einer
bestimmten Mindesthohe iiber einem Intervall liegt: Zunéchst wird getestet,
ob die Wurzel die Bedingung erfiillt. Ist dies nicht der Fall, so wird getestet,
ob die Wurzel zumindest die Mindesthohe besitzt. Ist dies ebenfalls nicht der
Fall, so gibt es keinen Client, der die Mindesthche besitzt. Andernfalls wird
getestet, ob das zu testende Intervall das Intervall, in dem die Clients des
linken Teilbaums liegen, schneidet. Ist dies der Fall, wird rekursiv getestet,
ob im linken Teilbaum ein Client liegt, der die Bedingungen erfiillt. Mit dem
rechten Teilbaum wird analog verfahren. Der Priority Search Tree kann in
O(nlogn) erstellt werden. Die Suche nach einem Client, der eine bestimm-
te Mindesthohe hat und iiber einem bestimmten Intervall liegt, benotigt
O(logn) Zeit. Folglich benétigt der Algorithmus insgesamt O(n?logn) Zeit.

Etwas komplizierter ist die Laufzeitreduktion fiir eine beliebig L,-Me-
trik, mit p < oco. Zunéchst wird wieder das Berechnen der Extrempunkte
innerhalb der festgenagelten Kreise betrachtet. Hierfiir wird die folgende
Dualisierung verwendet: Sei C' ein Kreis mit Mittelpunkt bei (¢,0) und Ra-
dius 7. Dann ist C* = (¢,7) der duale Punkt zu C. C* ist also der Apex (der
hochste Punkt) des Kreises. Sei p ein Client. Dann ist p* die Menge der dua-
len Punkte aller Kreise, auf deren Rand p liegt: p* = {C*|p liegt auf dem
Rand von C'}. Folglich sind die p} x-monotone Kurven und das (globale)
Minimum von p; liegt bei p;. Links von p; fillt p; monoton. Rechts von p;
steigt p; monoton. Wie die p; exakt aussehen, hdngt von der verwendeten
Metrik ab: verwendet man die Lo-Metrik, so sind die p; Hyperbeln. Unter
Verwendung der Li-Metrik bestehen sie aus zwei Halbgeraden, die sich in
p; beriihren. Fiir ein beliebiges Paar von Clients p; und p; mit 7 # j ist der
Schnittpunkt zwischen p; und p}*- gleich C*, wobei C' der festgenagelte Kreis
zu {p;,pj} ist. Da dieser Kreis eindeutig definiert ist, kénnen p} und p;k» sich
auch nur einmal schneiden (eine Ausnahme besteht, wenn die Li-Metrik
verwendet wird, dann existieren potentiell unendlich viele Schnittpunkte,
wenn zwei Halbgeraden der p* aufeinander liegen). Eine weitere wichtige
Beobachtung ist, dass ein Kreis C' den Client p genau dann enthélt, wenn
C* oberhalb von oder auf p* liegt.

Die p* teilen den R? in Sektoren auf. Diese Aufteilung wird das Arran-
gement von Y* = {p*|p € Y’} genannt. Da je zwei p* sich maximal einmal
schneiden, kann das Arrangement in O(n?) berechnet werden. Das Arran-
gement ist die Einbettung eines planaren Graphs. Sei C' ein festgenagelter
Kreis. Wie bereits zuvor argumentiert wurde, liegen entweder auf dem Rand
von C zwei oder im Apex von C ein Client. Folglich ist C'* entweder das
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Minimum eines p* (also p), oder der Schnittpunkt zwischen zwei p*, also
ein Vertex des Arrangements. Wurde das Arrangement berechnet, kann an-
schliefend fiir jeden Vertex und jeden Client (also fiir jeden dualen Punkt
eines festgenagelten Kreises) berechnet werden, welche p* unterhalb des je-
weiligen Punktes liegen (also welche Clients von dem festgenagelten Kreis
iiberdeckt werden). Anschlieend muss festgestellt werden, welches der am
weitesten links beziehungsweise rechts liegende unter diesen Clients ist. Dies
kann wie folgt insgesamt in O(n?) fiir alle Vertices berechnet werden:

Zunéchst wird der Teil des Arrangements, der auflerhalb eines rechtecki-
gen Bereiches R, der alle Vertices (also Schnittpunkte und Duale der Cli-
entpositionen) des Arrangements enthilt, Abgeschnitten. Die Schnitte des
Arrangements mit dem Rand des rechteckigen Bereichs R werden als Kno-
ten und der Rand selbst als Kanten zum Arrangement hinzu genommen.
Der resultierende Graph G ist also kreuzungsfrei und zusammenhéngend.
Da auflerdem jede p* den Rand von R hoéchstens zwei mal schneidet, liegen
die Anzahlen der Knoten und Kanten von G immer noch in O(n?).

Es soll nun also fiir jeden Knoten von G berechnet werden, welches p*
am weitesten links unterhalb des Knotens liegt (genauer gesagt welches p*
unterhalb das Dual des am weitesten links liegenden Clients ist). Die Be-
rechnung der am weitesten rechts liegenden p* erfolgt analog. Zunéchst wird
die linke Kante von R von unten nach oben verfolgt. Dabei wird verfolgt,
welches das am weitesten links liegende p* unterhalb der aktuell betrach-
teten Position auf der linken Kante von R ist. Ein Knoten auf der linken
Kante von R, entspricht dem Schnittpunkt des Randes von R mit einem p;.
Liegt der zugehorige Client p; weiter links, als der zuvor am weitesten links
liegende Client, so ist p; oberhalb des Knotens der neue am weitesten links
liegende Client. Nach dem Verfolgen der Kante ist also fiir alle Knoten auf
der linken Kante von R bekannt, welches das am weitest links liegende p*
unterhalb ist. Diese Information wird nun entlang der Kanten von G pro-
pagiert. Welches p}f das am weitesten links liegende Unterhalb eines p; ist,
kann sich nur an Schnittpunkten zwischen p; und einem pj &dndern. Diese
Schnittpunkte sind Knoten in G. Wird also beim Verfolgen eines p; einer
Schnittpunkt mit p;f getroffen ist zwischen zwei Fallen zu unterscheiden:

e Traversiert p;f p; von unten nach oben, so muss getestet werden, ob p;k»
zuvor das am weitesten links liegende p* unterhalb von p; war. Ist dies
der Fall, so ist das neue am weitesten unterhalb liegende p* unterhalb
von p; das unterhalb von p}*-.

e Traversiert p}f p; von oben nach unten, so muss getestet werden, ob p}*-
weiter links liegt, als des zuvor am weitesten links liegende p* unter
p;. In diesem Fall ist p}f das neue am weitesten links liegende p*.

Unter Zuhilfenahme dieser beiden Regeln lisst sich also in O(n?) berechnen,
welches die am weitesten links liegenden p* unterhalb der Knoten von G

23



sind. Um daraus abzuleiten, welches die am weitesten links liegenden Clients
innerhalb eines Kreises C' sind, miissen allerdings noch die (maximal 2) p*,
die durch C* verlaufen betrachtet werden.

Nun wird eine Datenstruktur vorgestellt, die erlaubt, effizient herauszu-
finden, ob Clients oberhalb eines Kreises liegen. Zunéchst werden alle Clients
in einem Blattsuchbaum nach der X-Komponente ihrer Position sortiert.
Hierfiir wird O(nlogn) Zeit bendtigt. Jeder innere Knoten v des Suchbau-
mes korrespondiert dann zu einer Menge Y,, C Y von Clients sowie zu einem
achsenparallelen, vertikalen Streifen s,, der alle Clients aus K, enthélt. Fiir
jeden inneren Knoten wird die x-Achse in Intervalle aufgeteilt, indem sie mit
dem Furthest-Point-Voronoi-Diagramm zu Y, geschnitten wird. Im Gegen-
satz zum klassischen Voronoi-Diagramm enthélt das fiir einen Client p € Y,
eine Zelle von Punkten, die weiter von p entfernt sind, als von jedem ande-
ren Punkt in Y, (nicht fiir jeden Client existiert eine solche Zelle, aber jeder
Punkt des R? liegt in solch einer Zelle). Fiir jeden inneren Knoten v lassen
sich die resultierenden X-Achsen-Abschnitte in O(|Y,|log|Y,|) berechnen.
Wegen |Y,| < 1/27%fe(v) < [n/2T7/e(v)] und weil mit Tiefe k 2* innere Kno-
ten existieren und die maximale Tiefe O(logn) ist, sind die Gesamtkosten
der Erstellung der Datenstruktur O(3 18" 22 log %) C O(n(logn)?).

Sei t ein Punkt, der in einem x-Achsen-Abschnitt liegt, der die Furthest-
Point-Voronoi-Diagramm-Zelle von p € Y, schneidet, dann ist ¢ weiter von
p entfernt, als von jedem anderen Client aus Y,. Folglich enthélt ein Kreis
um t, der p enthélt, ganz Y,. Diese Beobachtung ldasst sich nun nutzen, um
zu testen, ob ein Client oberhalb eines Kreises C' liegt: Zunéchst werden
im Suchbaum die O(logn) inneren Knoten gesucht, unter denen genau die
Clients liegen, die iiber dem von C' {iberdeckten x-Achsen-Intervall liegen.
Fiir jeden gefundenen inneren Knoten v wird dann in O(log n) betrachtet, in
welchem x-Achsen-Abschnitt das Zentrum von C liegt. Hieraus léasst sich der
am weitesten vom Zentrum von C' entfernte Client, der im Suchbaum unter v
liegt, ablesen. Ist dieser Knoten in C' enthalten, so sind alle unter v liegenden
Knoten in C enthalten. Die Kosten der Anfrage sind also O((log n)?), kénnen
jedoch unter Verwendung von Fractional Cascading auf O(logn) reduziert
werden [2]. Die Gesamtkosten sind folglich O(n?logn).

Theorem 4 Fiir jede beliebige, feste Ly-Metrik kann eine Uberdeckung von
n Clients in der Ebene durch z-Achsen-zentrierte Kreise mit minimaler Sum-
me der Radien in O(n*logn) berechnet werden.

4.1.2 Superlineare Kosten

Ein #hnlicher Algorithmus berechnet die Kosten einer optimalen Uberde-
ckung fiir jede beliebige monoton steigende Kostenfunktion, insbesondere
also auch fiir superlineare Kosten. Obwohl der Algorithmus mit jeder L,-Me-
trik funktioniert, wird zunéchst von endlichem p ausgegangen. Das Ergebnis
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Abbildung 7: C iiberdeckt B \ A und hat geringere Kosten als B.

|
‘ |
P, ‘ | B(AC) |
C \
| m
\
> \ |
(a) Alle Clients aus Y¢ liegen in Pc, dem (b) B(A,C) (grau dargestellt).

grauen Bereich

Abbildung 8: Po, Yo und B(A,C)

wird anschlieBend auf die L,,-Metrik iibertragen.

Anders als im linearen Fall kénnen zwei Kreise der optimalen Losung
bei sich superlinearen Kosten durchaus iiberschneiden - allerdings nur in
begrenztem Maf. Offensichtlich kann keine Losung, bei der ein Kreis einen
anderen enthélt, optimal sein. Desweiteren kann eine Losung, bei der ein
Kreis den Apex (den hochsten Punkt) eines anderen Kreises enthélt, nicht
optimal sein. Diese Situation wird in Abbildung 7 dargestellt. A enthilt den
Apex von B. Der gestrichelt dargestellte Kreis C' iiberdeckt den Halbmond
B\ A und hat einen kleineren Radius als B.

Fiir jeden festgenagelten Kreis C sei die Menge Pz C R? definiert als der
nach links und oben offene Bereich, der links des Zentrums, auflerhalb von
C und oberhalb der x-Achse liegt. Zur Verdeutlichung dient die Abbildung
8(a). Desweiteren sei fiir festgenagelte Kreise C' und A die Region B(A, C)
definiert als P\ Pa. Der Bereich, in dem B(A, C) liegt, wird in Abbildung
8(b) verdeutlicht. Yo C Y seien die Clients, die in P¢ liegen.
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Der Algorithmus basiert auf der folgenden Beobachtung: sei R der am
weitesten rechts liegende Kreis in einer optimalen Uberdeckung O. Dann
liegen alle Clients entweder in Yr oder in R. Sollte ein Client nicht in Yg
oder R liegen, also rechts des Zentrums von R und auflerhalb von R, so
miisste er von einem Kreis, dessen Zentrum links des Zentrums von R liegt,
iiberdeckt werden. Ein solcher Kreis wiirde den Apex von R enthalten. Wie
bereits betrachtet kann eine solche Uberdeckung nicht optimal sein.

Also besteht O aus R und einer Uberdeckung O’ von Yg. Sei Ry der
am weitesten rechts liegende Kreis in O’, also der zweite Kreis von rechts in
O. Dann muss Ry aufgrund der Optimalitdt von O folgende Bedingungen
erfiillen:

e %5 enthilt den Apex von R nicht. Die Griinde hierfiir wurden bereits
dargelegt.

e 12 enthilt den Apex von R nicht.

e B(Ry, R) ist leer. Lige in B(Rg2, R) ein Client, so miisste er von einem
Kreis, dessen Zentrum links des Zentrums von Ro liegt, tiberdeckt
werden. Jeder solche Kreis, der in B(Rqg, R) vordringt, enthilt zwangs-
ldufig den Apex von Rs und kann deshalb nicht Teil einer optimalen
Uberdeckung sein.

Da alle Uberdeckungen von Yz, die diese drei Bedingungen erfiillen, poten-
tiell Teil einer optimalen Uberdeckung sind, ist O’ die Uberdeckung von
Ye, die die Bedingungen erfiillt und auflerdem minimale Kosten unter al-
len solchen Uberdeckungen hat. Analog besteht O’ aus Ry und einer mini-
malen Uberdeckung von Yg,, die ebenfalls den genannten Bedingungen ge-
horcht. Aus dieser Beobachtung ldsst sich der Dynamische-Programmierung-
Algorithmus MINSUPERLINEARCOSTCIRCLECOVER (Algorithmus 4.2) ab-
leiten:

Dabei ist p die Anzahl der festgenagelten Kreise. Es werden die folgenden
vereinfachenden Notationen verwendet: Yj statt (), Y1 statt ¥ und Y statt
Ye,.

Die festgenagelten Kreise werden zunéchst nach der X-Koordinate ih-
res Mittelpunktes sortiert und dann von links nach rechts verarbeitet. Fiir
jeden festgenagelten Kreis C; wird Cost[i] - die Kosten einer minimalen
Uberdeckung von Y;, die den oben genannten Bedingungen geniigt - berech-
net. Es enthilt also kein Kreis den Apex eines anderen und fiir benachbarte
Kreise C, und C ist B(Cy, Cp) leer. Dazu werden alle Kreise C'; deren Zen-
tren links des Zentrums von p; liegen betrachtet. Geniigt ein Paar aus Cj
und C; den genannten Bedingungen, so wird aus der bereits gefunden mi-
nimalen Uberdeckung fiir Y¢, durch Hinzunahme von C; eine Uberdeckung
fiir Y¢,. Die so erzeugte Uberdeckungen mit den geringsten Kosten ist die
optimale, die Bedingungen erfiillende Uberdeckung von Ye,.
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Algorithmus 4.2 MinSuperlinearCostCircleCover(Y)
Sortiere die festgenagelten Kreise von links nach rechts nach ihrem Mit-
telpunkt
Costli] := 0;
forj=1top+1do
Costlj] := oc;
fori=1toj—1do
if C; und C; enthalten nicht den Apex des jeweils Anderen A
B(C;j, C}) ist leer. then
Cost[j] := min{ Cost[j], Cost[i] + f(radius(C;))};
end if
end for
return Cost[p + 1];
end for

Fiir jeden der O(n?) festgenagelten Kreise miissen O(n?) andere fest-
genagelte Kreise betrachtet werden. Fiir jedes solche Paar (Cj,C;) muss
auflerdem festgestellt werden, ob B(Cj;,C;) leer ist, was bei der trivialen
Implementation O(n) Zeit benétigt. Die Gesamtlaufzeit ist also O(n®).

Jedes B(C;, C;) kann in zwei oder drei Abschnitte, die links und rechts
von senkrechten Geraden und unten von einem Kreissegment oder der x-
Achse beschrénkt werden. Nach oben sind die Abschnitte unbeschriankt. Un-
ter Verwendung der Datenstruktur, die in Abschnitt 4.1.1 verwendet wurde
um herauszufinden, ob der Bereich oberhalb eines Kreises leer ist, kann gete-
stet werden, ob ein durch ein Kreissegment beschriankter Abschnitt leer ist.
Fiir die durch die x-Achse beschrinkten Segmente reicht ein einfacher Blatt-
suchbaum, in dem die Clients nach der x-Koordinate sortiert sind. In beiden
Fillen sind die Kosten des Tests O(log n). Dadurch wird die Gesamtlaufzeit
auf O(n*logn) verbessert.

Theorem 5 Sei f: Ry — R eine feste, monoton steigende Kostenfunkti-
on. Dann kann fiir jede Menge von n Clients und eine beliebige L,-Metrik
eine Uberdeckung mit minimalen Gesamtkosten durch z-Achsen-zentrierte
Kreise in O(n*logn) berechnet werden.

Auf einen Beweis wird an dieser Stelle verzichtet. Damit das Lemma fiir
eine beliebige L,-Metrik gilt, muss allerdings noch eine modifizierte Version
des Algorithmus fiir die L..-Metrik angegeben werden.

Da ein Lo.-Kreis ein Quadrat ist, besitzt er keinen eindeutigen Apex.
Um dieses Dilemma zu 16sen, wird der Apex eines L,.-Kreises als der Punkt
in der rechten, oberen Ecke des Rechtecks definiert. Grundsétzlich wére
es intuitiver, den Punkt auf dem oberen Rand zu wihlen, der iiber dem
Zentrum liegt. Dies ist auch moglich. Der rechte, obere Punkt wurde gewéhlt,
da diese Definition zu einer besonders einfachen Form der B(A,(C) fiihrt.
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Passend zu der Definition des Apex wird Pg fiir einen L..-Kreis C als der
Bereich oberhalb und links neben C' definiert. Dementsprechend ist jedes
B(A,C) die Vereinigung zweier nach oben offener Rechtecke.

Nun ist es zwar moglich, dass ein Quadrat S einer optimalen Uberde-
ckung den Apex eines anderen Quadrats S’ enthélt. In einem solchen Fall
liegt S’ links von S und ist kleiner. Konstruiert man nun ein Quadrat S”,
indem man S’ so weit nach links schiebt, dass dessen rechte Kante auf der
linken Kante von ’ liegt, so iiberdeckt S” S"\ S” und hat die gleichen Kosten.
Folglich existiert zumindest eine optimale Uberdeckung, in der kein Quadrat
den Apex eines anderen enthélt.

Folgende Beobachtung erlaubt uns, den Algorithmus fiir die L..-Metrik
weiter zu optimieren: fiir jedem Teilmenge Y’ C Y existiert eine minimale
Uberdeckung durch L..-Kreise, bei der der am weitesten rechts liegende
Client auf dem rechten Rand des am weitesten rechts liegenden Kreises der
Uberdeckung liegt. Dies liegt daran, dass jeder Loo-Kreis so weit nach links
verschoben werden kann, dass ein Client auf dem rechten Rand liegt, ohne
dass ein Client den Kreis verlésst.

Aufgrund der Beobachtung muss jetzt nicht mehr jeder Kreis links von C;
als C; betrachtet werden. Stattdessen geniigt es, nur noch die zu betrachten,
auf deren Rand der am weitesten rechts liegende Client aus Y; liegt. Also
kommen nicht mehr O(n?), sondern nur noch O(n) Kreise in Frage. Die
Gesamtlaufzeit verringert sich also um einen linearen Faktor auf O(n3logn)

Theorem 6 Sei f: Ry — R eine feste, monoton steigende Kostenfunk-
tion. Dann kann fir jede Menge von n Clients eine Uberdeckung mit mi-
nimalen minimaler Gesamtkosten durch x-Achsen-zentrierte Quadraten in
O(n?logn) berechnet werden.

4.2 Approximationsalgorithmen

Als néchstes werden effizientere Algorithmen, die die optimale Losung mit
einem konstanten Faktor approximieren, betrachtet. Fiir jeden Algorithmus
gibt es also eine Konstante ¢, so dass die berechnete Losung maximal um
den Faktor ¢ schlechter als die optimale Losung ist. Eine solche Approxi-
mation wird c-Approximation genannt. Zunéchst wird nur die L..-Metrik
betrachtet. Am Ende des Unterkapitels wird gezeigt, wie die Ergebnisse auf
jede beliebige L,-Metrik iibertragen werden kénnen.

4.2.1 Der Square-Greedy-Cover-Algorithmus (SG)

Der Square-Greedy-Cover-Algorithmus bearbeitet die Clients in absteigen-
der Reihenfolge, sortiert nach dem Abstand von der x-Achse. Fiir jeden
Client p;, der nicht zuvor als Seiteneffekt des Uberdeckens eines anderen
Clients iiberdeckt wurde, wird ein Quadrat platziert, dessen Mittelpunkt
auf der x-Achse exakt unter p; liegt, und dessen Radius der Abstand von p;

28



zur x-Achse ist. p; liegt also exakt mitten auf dem oberen Rand des plat-
zierten Quadrats.

Offensichtlich berechnet der SG-Algorithmus eine Uberdeckung der Cli-
ents. Bevor jedoch Zeitkomplexitit und Approximationsfaktor betrachtet
werden, wird das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 7 In einer von SG berechneten Uberdeckung wird jeder Punkt in
der Ebene (also auch Punkte, an denen kein Client liegt) von maximal zwei
Quadraten tiberdeckt.

Beweis. Seien S; und S zwei sich iiberschneidende Quadrate in einer durch
SG berechneten Uberdeckung und r; und rj ihre Radien. Ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit sei S; vor S platziert worden. Sei p; der Client, fiir
den S; platziert wurde. Dann kann S; nicht p; enthalten, da S; sonst gar
nicht mehr platziert worden wére. Auflerdem ist r; grofler, als der Abstand
zwischen p; und der x-Achse. Folglich ist die einzige Moglichkeit, wie S;
pj nicht enthalten kann, dass die Zentren von S; und S; mehr als r; von
einander entfernt sind. Hieraus folgt, dass S; das Zentrum von S; nicht
enthalten kann.

Da S; nach S; platziert wurde, gilt auflerdem r; < r;. Also kann auch
S; nicht das Zentrum von S; enthalten. Es folgt also, dass fiir ein beliebiges
Paar von Quadraten aus einer von SG berechneten Uberdeckung gilt, dass
keines das Zentrum des anderen enthélt.

Sei p ein beliebiger Punkt aus S; N S;. Sei nun Sy, ein Quadrat aus der
Uberdeckung, das ebenfalls p enthilt und I das von S; N S; iiberdeckte
Intervall der X-Achse. Dann liegt das Zentrum von S; in I und links von p
und das von S; in I und rechts von p oder umgekehrt. Falls das Zentrum
von Si also auflerhalb von I liegt, so iiberdeckt Sj zwangsldufig eines der
Zentren von S; und S;. Liegt das Zentrum von S jedoch nicht auflerhalb
von I, so iiberdeckt S; N S; das Zentrum von Sy. Folglich enthélt entweder
S; N'S; das Zentrum von Sy, oder S, enthélt das Zentrum von S; oder S;.
Beides kann aufgrund der eben getroffenen Aussage nicht zutreffen. Folglich
kann unabhéngig von der Wahl von p kein solches S existieren. Es folgt
also, dass in einer von SG berechneten Uberdeckung kein drittes Quadrat
einen Punkt, der bereits in zwei Quadraten enthalten ist, iiberdecken kann.

O

Unter Zuhilfenahme von Lemma 7 wird nun das folgende Theorem be-
wiesen:

Theorem 8 Fliir eine Menge von n Clients in der Ebene und einer Ko-
stenfunktion f(r) = r® mit o > 1 berechnet der Square-Greedy-Cover-
Algorithmus eine Uberdeckung durch achsenparallele, x-Achsen-zentrierte
Quadrate, die mazimal die dreifachen Kosten der optimalen Uberdeckung
hat. Hierfir wird O(nlogn) Zeit bendtigt.
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Beweis.

Zunichst wird die Approximationsgiite bewiesen. Der Beweis basiert dar-
auf, jedes Quadrat der von SG berechneten Losung einem der optimalen
Losung OPT zuzuordnen. Anschliefend wird gezeigt, dass die Kosten der
Quadrate die einem beliebigen Quadrat aus O PT zugeordnet werden maxi-
mal drei mal so grof} sind.

Sei Y = {p1,...,pn} eine Menge von Clientpositionen und S ein Quadrat
aus OPT. Seien p;; die von S iiberdeckten Clients, fiir die SG ein Quadrat
platziert (die also nicht als Seiteneffekt {iberdeckt werden). Seien S;, die
zugehorigen von SG berechneten Quadrate. Dann kénnen folgende Aussagen
getroffen werden:

e Kein S;; ist hoher, als S. Sonst miisste das zugehdrige p;; mehr als
Radius(S) von der x-Achse entfernt sein, was der Annahme, dass S
pi; tberdeckt widerspricht.

e Kein S;; ragt mehr als Radius(S) links oder rechts aus S heraus. Dies
liegt daran, dass S alle p;; und somit auch alle Zentren der S;; enthélt.
Desweiteren kann auf jeder Seite maximal ein S;; aus S herausragen.
Wiire dies nicht so, so miisste ein S;; das Zentrum eines anderen ent-
halten, was wie im Beweise zu Lemma 7 gezeigt nicht der Fall sein
kann.

e Jeder Abschnitt der x-Achse wird von maximal 2 S;; {iberdeckt. Dies
folgt unmittelbar aus Lemma 7

Hieraus folgt, dass die Summe der Radien der S;; maximal ’”S*”%”S =

3 - Radius(S) betrigt, wobei rg der Radius von S ist. Hieraus folgt im Fall
« = 1 unmittelbar die zu beweisende Approximationsgiite.

Aus 0 < Radius(S;;) < Radius(S) und Zij Radius(S;;) < Radius(S)
folgt auflerdem Zij Radius(S;;)* < Radius(S)”

Es bleibt also nur noch die Laufzeit zu betrachten. Zu Beginn wird
O(nlogn) bendtigt, um die Clients nach dem Abstand von der x-Achse
zu ordnen. Anschlielend werden die Clients einzeln verarbeitet.

Es wird die Verarbeitung des Clients p; = (z,y) betrachtet. Wurde p; be-
reits {iberdeckt, kann der Algorithmus mit dem néchsten Client fortfahren.
Andernfalls wird ein Quadrat S; mit Mittelpunkt in (x,0) und Radius y plat-
ziert. Da gilt fiir jeden Client p;, dessen x-Koordinate im von .S; iiberdeckten
Intervall [z — y, 2 + y] liegen: Entweder p; wird von S; iiberdeckt, oder p;
wurde zuvor von einem anderen Quadrat iiberdeckt. Jedes p;, dass nicht
von S; iiberdeckt wird, hat mehr als y Abstand von der x-Achse und wird
dementsprechend vor p; verarbeitet.

Alle Clients, die eine x-Koordinate in [x — y,z + y] haben, lassen sich
unter Zuhilfenahme eines Blattsuchbaumes mit verketteten Bléttern, in dem
alle Clients sortiert nach der x-Koordinate enthalten sind, finden. Enthélt
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dieser Baum zusétzlich nur die Clients, die maximal y Abstand von der x-
Achse haben, so konnen wir die von S' als Seiteneffekt iiberdeckten Clients in
O(log n+k;) finden, wobei k; die Anzahl der der als Seiteneffekt iiberdeckten
Clients ist. Diese miissen dann als bereits {iberdeckt markiert und aus dem
Blattsuchbaum entfernt werden. Jeder Client kann in O(logn) entfernt wer-
den. Also sind die Kosten des Bearbeitens von p; O(logn + k; logn)
Unterm Strich werden also fiir das Sortieren der Clients und das Initia-
lisieren des Blattsuchbaumes je O(nlogn) Zeit benotigt. Fiir das Einfangen
eines Clients wird O(logn + k;logn) bendtigt. Da jeder Client nur einmal
aus dem Suchbaum entfernt werden kann, gilt Y " | k; = n. Also wird fiir
das Einfangen der Clients insgesamt O(nlogn) Zeit bendtigt und der SG
Algorithmus bendétigt insgesamt O(nlogn) Zeit. O

4.2.2 Der Square-Greedy-with-Growth-Algorithmus (SGG)

In diesem Abschnitt wird ein weiterer Algorithmus vorgestellt, der ebenfalls
nur O(nlogn) Zeit benotigt, jedoch einen besseren Approximationsfaktor fiir
lineare Kostenfunktionen («a = 1) erreicht. Die Idee des Algorithmus basiert
auf der bereits in Abschnitt 4.1.1 gemacht Beobachtung, dass es bei linearen
Kosten nie teurer ist, einen Bereich durch einen groflen Kreis zu iiberdecken,
als zwei kleinere, iiberlappende Kreise zu nutzen. Dementsprechend wird
der SG Algorithmus so modifiziert, dass ein Quadrat S; (mit zugehorigem
Client p;) nicht platziert wird, wenn es ein bereits bestehendes Quadrat S;
iiberschneiden wiirde. Stattdessen wird S; so weit vergréfert, dass es auch
p; iberdeckt. Dabei wird die p; abgewandte, senkrechte Kante von S; nicht
bewegt - dass Zentrum von S; wandert also im Zuge des Vergréflerns auf p;
zu. Sollte S; zwei Quadrate schneiden, so wird dasjenige vergrofiert, dessen
Rand néher an p; liegt. Fille in denen S; mehr als zwei Quadrate schneidet,
konnen nicht auftreten, da alle bereits platzierten Quadrate groflier sind, als
S; und einander nicht schneiden.

Diese Variante des SG wird Square-Greedy-with-Growth-Algorithmus
(SGG) genannt.

Theorem 9 Der SGG berechnet eine Uberdeckung von n Clients durch ach-
senparallele, x-Achsen-zentrierte Quadrate in O(nlogn). Bei linearer Ko-
stenfunktion sind die Kosten dieser Uberdeckung mazimal doppelt so grop,
wie die minimalen Kosten einer Uberdeckung durch achsenparallele, z-Ach-
sen-zentrierte Quadrate.

Beweis. Zuniichst werden die Kosten der berechneten Losung abgeschétzt.
Dazu wird jedem Client p; ein Segment s; auf der x-Achse zugeordnet. Wur-
de fiir p; ein Quadrat S; platziert, so wird p; der von S; iiberdeckte Teil
zugeordnet. Fin solches s; sei als Typ 1 bezeichnet. Es hat die Lénge des
doppelten Abstandes von p; zur X-Achse und p; liegt mitten iiber s;.
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Wurde fiir p; ein Quadrat S; vergrofert, so wird p; derjenige Teil der
x-Achse zugeordnet, der nach dem VergréBern von §; iiberdeckt wird und
davor nicht von §; iiberdeckt wurde. Da S; nur auf p; zu vergréfert wird,
ist s; also ein Intervall auf der x-Achse, dessen Linge dem Abstand von p;
zu S; vor dem Vergroflern entspricht. Ein solches s; sei als Typ 2 bezeichnet.
Ein s; vom Typ 2 ist maximal so lang, wie p; von der X-Achse entfernt ist.
Wire es ldnger, so wire p; nicht durch vergrofiern eines Quadrats sondern
durch Platzieren iiberdeckt worden und es wére ein s; vom Typ 1 erzeugt
wurden.

Offensichtlich entspricht die Summe der Langen der s; der Lénge des
von Quadraten tiberdeckten Teils der x-Achse und somit dem doppelten der
Kosten der berechneten Losung. Folglich reicht es, zu zeigen, dass fiir jedes
Quadrat S aus der optimalen Uberdeckung die Summe der Lingen der s;,
die zu durch S iiberdeckten Clients p; gehoren, maximal das doppelte der
Breite s von S ergeben.

Kein von S iiberdeckter Client ist weiter, als § von der x-Achse entfernt.
Folglich haben die s; vom Typ 1 maximal die Lange s. Da auflerdem die
p; der s; vom Typ 1 zentral {iber den s; und innerhalb von S liegen, ragen

sie maximal um § auf einer Seite aus S heraus. Die s; vom Typ 2 sind

maximal § lang und ragen folglich ebenfalls maximal um § aus S heraus.
Also miissen die zu S gehorenden s; sich vollstindig auf einem Intervall der
Lénge 2s liegen. Da die s; aulerdem disjunkt sind, haben sie insgesamt eine
maximale Liange von 2s und der Beweis beziiglich der Approximationsgiite
ist gegliickt.

Es bleibt also die Zeitkomplexitidt zu betrachten. Alle Teile des SGG,
die wie beim SG ablaufen, haben ebenfalls die gleiche Zeitkomplexitdt. Zu
betrachten bleibt also die Zeit, die benétigt wird, um herauszufinden, ob ein
neu platziertes Quadrat ein bereits existierendes schneidet. Zu diesem Zweck
wird ein binédrer Suchbaum, der die x-Koordinaten der senkrechten Rinder
der bereits platzierten Quadrate enthélt. Wird ein noch nicht iiberdeckter
Client p; eingefangen, so werden zunéchst die zu p; benachbarten Kanten
der Quadrate im Suchbaum gesucht. Dann wird anhand der Absténde zu
diesen Kanten entschieden, ob ein neues Quadrat platziert oder ein beste-
hendes vergrofert werden muss. Wird ein neues Quadrat platziert, so miissen
zwei neue Kanten in den Suchbaum eingefiigt werden, wofiir O(logn) Zeit
benétigt wird (da der Suchbaum maximal 2n € O(n) enthilt). Wird ein
bestehendes Quadrat vergrofiert, so muss eine Kante im Baum aktualisiert
werden, was ebenfalls in O(logn) Zeit moglich ist. Die zusétzlichen Kosten
fiir das Testen auf Schnitte zwischen potentiell neu platzierten und bestehen-
den Quadraten betragen also insgesamt O(nlogn) und die Gesamtlaufzeit
bleibt O(nlogn). O

Im Gegensatz zu SG bietet SGG keine O(1)-Approximation, wenn die
iiberdeckte Flidche als Kostenfunktion dient (o = 2). Dies kann anhand des
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Abbildung 9: Das im Text vorgestellte Beispiel, bei dem die Kosten der
SGG-Losung (durchgezeichnet) quadratisch wachsen, die optimalen Kosten
(gestrichelt) jedoch nur linear (hier fiir n = 6).

folgenden Beispiels verdeutlicht werden:

n Clients werden auf der Hohe 1 + € platziert. Die Abstdnde zwischen
den Clients betragen 1. Da alle Clients gleich weit von der x-Achse entfernt
sind, gibt es nun keine vorgegebene Reihenfolge, in der die Clients eingefan-
gen werden. Es sei angenommen, dass der SGG die Clients von links nach
rechts einfangt. Zunéchst wird ein Quadrat mit Seitenldnge 2 + 2¢, dessen
Zentrum unter dem linken Quadrat liegt, platziert. Der zweite Client wird
von diesem Quadrat gleich mit eingefangen. Fiir den dritten Client miisste
ein weiteres Quadrat mit Seitenldnge 2 4 2¢ platziert werden. Da der Dritte
Client jedoch nur 1 — € weit von dem rechten Rand des ersten Quadrates
entfernt liegt, wiirde das neu platzierte Quadrat dieses schneiden. Also wird
das bereits bestehende Quadrat um 1—e vergroflert. Nun ist der rechte Rand
des Quadrates 1 weit von dem vierten Client entfernt. Da dieser ebenfalls ein
Quadrat der Seitenléinge 2+ 2¢ bendtigen wiirde, wird auch der vierte Client
von dem bereits bestehenden Quadrat eingefangen. Analog werden alle wei-
teren Clients durch Vergroflern des Quadrates eingefangen. Also iiberdeckt
SGG die Clients mit einem grofflen Quadrat, das 1 —e links des ersten Clients
beginnt und bis zu letzten Client geht. Es hat also einen Durchmesser von
n+ 1+ € und eine Fliche von (n + 1+ ¢€)2.

Optimal wére es, immer drei Clients von einem Quadrat der Seitenlédnge
2 + 2¢ zu {iberdecken. Diese Losung wiirde aus 5 Qadraten der Seitenlédnge

n

2 + 2¢ bestehen und wiirde eine Fldche von 7 - (2 + 2¢)? benotigen. Das

Verhiéltnis zwischen der vom SGG berechneten und der optimalen Fliche
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Abbildung 10: Ubertragung auf beliebige L,-Metriken, in diesem Fall die
Lo-Metrik

(nt1+¢)? 3n2 3n 5 3

20+an = 2(1+e)n ~ I+e = 4

ist also n € Q(n). Die von SGG berechnete

3
Losung hitte also die Q(n)-fachen Kosten der optimalen Losung.

4.2.3 Ubertragung der Lésungen auf andere L,-Metriken

Sowohl SG als auch SGG arbeiten mit der L,,-Metrik. Will man Sie fiir
andere Metriken verwenden, so kann man sich mit folgendem Trick behelfen:
Zunichst werden die Clients durch Quadrate iiberdeckt. Anschlielend wird
um jedes Quadrat ein Kreis der zu verwendenden L,-Metrik gelegt. Dies wird
in Abbildung 10 dargestellt: Der L,-Metrik-Kreis C' wird so um das Quadrat
R gelegt, dass er es in den Ecken beriihrt und folglich R komplett {iberdeckt.
Der Radius von C'ist die Linge des Vektors v = (r,r)T in der L,-Metrik. Er
betrigt also /7P + 1P = {/2rP = {/2r, also das {’/i—facheades Radius von R.
Die Kosten Lp—Metrik—Uberdeckung betragen also das rr-fache der Kosten
der Uberdeckung in Ls.-Metrik. Die Kosten der optimalen Uberdeckung
mit L,-Metrik-Kreisen sind mindestens so grof, wie die der L..-Metrik-
Uberdeckung, da man aus jeder Lp—Metrik—ﬂberdeckung eine L,-Metrik-
Uberdeckung gleicher Kosten machen kann, indem man die L,-Metrik-Kreise
durch Quadrate mit gleichem Radius ersetzt. Es folgt Theorem 10.

Theorem 10 Fiir eine Menge von n Clients in der Ebene und eine Ko-
stenfunktion f(r) = r® mit o > 1 berechnet der Square-Greedy-Cover-
Algorithmus eine Uberdeckung durch z-Achsen-zentrierte L,-Metrik-Kreise,
die maximal die 3 - 2%—fachen Kosten der optimalen Uberdeckung hat. Fiir
a = 1 berechnet der Square-Greedy-with-Growth-Algorithmus eine Uberde-
ckung durch Ly-Metrik-Kreise, die mazimal das 2 - 2%—fache der optimalen
Kosten hat.
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5 Finden der besten achsenparallelen Gerade

In diesem Abschnitt wird das folgende Problem betrachtet: Gegeben ist
eine Menge von Clients Y = {p1,...,pn}. Gesucht wird eine horizontale
Gerade ¢ und eine Uberdeckung durch g-zentrierte Kreise, so dass zu einer
festen Kostenfunktion f(r) = r* die Summe der Kosten der Kreise minimiert
wird. Im Gegensatz zu Abschnitt 4 kann die horizontale Linie, auf der die
Kreismittelpunkte liegen, also frei gewéhlt werden.

5.1 TUnberechenbarkeit durch Wurzeln

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Problem selbst fiir « = 1 un-
berechenbar durch Wurzeln ist. Der Beweis erfolgt dhnlich wie das in [6, 7]
dargestellte Verfahren.

Theorem 11 Seien c(t) = >, r; die minimalen Kosten einer Uberdeckung
durch Kreise, deren Zentren auf einer Gerade mit Geradengleichung y = t
liegen. Es existiert eine Menge Y, so dass der Wert to, der c(t) minimiert
unberechenbar durch Wurzeln ist.

Beweis. Der Beweis konstruiert eine solche Menge Y und zeigt durch Ab-
leiten von ¢(t), dass ty Nullstelle eines Polynoms ist, dass erwiesenermafien
unlésbar durch Wurzeln ist.

Zunéchst werden jedoch folgende Definitionen und Fakten, die in der
Literatur, beispielsweise in [22] nachgelesen werden konnen, aufgelistet: Ein
Polynom f(z) : @ — @ ist 16sbar durch Wurzeln, wenn seine Nullstellen
durch rationale Zahlen, die Korper-Operationen (4, -, —z, z~!) und das
Ziehen k-ter Wurzeln dargestellt werden konnen. Der Zerféallungskorper von
f(x) ist die kleinste Untermenge der komplexen Zahlen, die alle Nullstellen
von f(z) und alle rationalen Zahlen enthélt und die den Kérperaxiomen
gehorcht. (Insbesondere miissen also alle inversen Elemente enthalten sein).
Sei F' der Zerfallungskorper von f(x). Dann ist die Galoisgruppe von f(x)
iiber @ die Menge aller bijektiven, linearen Abbildungen F' — F', die alle
Elemente aus @ auf sich selbst abbilden. Falls die Galoisgruppe von f(x)
iiber @ eine symmetrische Gruppe iiber fiinf oder mehr Elementen ist (also
eine Gruppe, die aus allen Permutationen einer n-elementigen Menge mit
n > 5 besteht), so ist f(z) nicht berechenbar durch Wurzeln.

Basierend auf diesen Definitionen und Aussagen wird nun gezeigt, dass
die beste horizontale Gerade g zur Uberdeckung der Client-Menge ¥ =
{(3,4),(-3,-2),(102,2), /98, —2),(200,2)} unberechenbar durch Wurzeln
ist. Offensichtlich ist es niemals optimal, die Gerade oberhalb des oberen
oder unterhalb des unteren Clients zu platzieren. Folglich muss g nur im
Bereich ¢ € [-2,2] gesucht werden. Durch Fallunterscheidung kann au-
Berdem gezeigt werden, dass es immer optimal ist, einen Kreis um die
ersten beiden Clients, einen um den dritten und den vierten Client und
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einen um den fiinften zu platzieren. Hieraus ergibt sich die Kostenfunktion
c(t) = 2(t —1)2+ 18 + V22 + 8 + (2 — t). Um das Minimum zu finden

wird die Ableitung auf 0 gesetzt: ¢/(t) = \/2(2,&(:)12)4&8 + \/;ﬁ = 1=0 Au-

Berdem gilt ¢’(t) > 0 fiir alle ¢. Hieraus ergibt sich das Minimum ¢(y) =~
8,3327196 bei {5 ~ 1.4024709. Dies wiederum ist Nullstelle des Polynoms
f(t) = 1024 + 512t — 1600t? + 1536t — 960t* + 368t> — 172t6 + 28¢7 — 7¢5.
Unter Zuhilfenahme des Computer-Algebra-Systems GAP [23] wurde be-
rechnet, dass die Galoisgruppe von f(t) die symmetrische Gruppe Ss (iiber
eine 8-elementige Menge) ist [2]. Folglich ist f(¢) unberechenbar durch Wur-
zeln.

d

5.2 Ein FPTAS zum Finden der besten Losung
5.2.1 Lineare Kosten

Nun wird ein FPTAS (Fully polynomial-Time Approximation Scheme) zur
Approximation der besten Losung gefunden werden. Ein FPTAS ist ein Al-
gorithmus, der fiir jedes € > 0 eine Losung findet, die maximal das 14e-fache
der minimalen Kosten hat. Dabei hingt die Laufzeit des Algorithmus nur
polynomiell von der Gréfle der Eingabe und % ab.

Zunéchst wird mit @ = 1 begonnen. Sei d der Abstand zwischen dem
héchsten und dem tiefsten Client und OPT die Kosten der optimalen Uber-
deckung. Offensichtlich gilt %g OPT< n% (Koénnen alle Clients durch einen
Kreis abgedeckt werden, so muss dieser einen Radius von mindestens % habe;
wird die Linie in die Mitte zwischen den héchsten und den niedrigsten Client
gelegt, so kann jeder Client mit einem eigenen Kreis mit Radius von maximal
%l abgedeckt werden). Nun wird er horizontale Streifen der Hohe d, der alle
Clients enthalt, in 2?" Streifen der Hohe § = Qd—; unterteilt. Dazu werden
2?”—1 parallele Geraden g; mit Abstand § verwendet. Fiir jede dieser Geraden
wird der Dynamisches-Programmieren-Algorithmus aus Abschnitt 4.1 zum
Finden der besten Uberdeckung verwendet. Die beste dieser Losungen ist
dann die approximative Lésung des Problems. Im Folgenden wird der Fehler
dieser Losung abgeschétzt.

Sei g* die optimale Gerade. ¢* kann auf die néchste Gerade g; verscho-
ben werden, wenn der Radius jedes Kreises um bis zu § erhoht wird. Die
Gesamtkosten erhohen sich dabei um maximal n-§ = € - % < e€-OPT. Die
Kosten erhohen sich also maximal um den Faktor 1+ ¢. Anders ausgedriickt,
gibt es ein g; dessen optimale Uberdeckung maximal (1+¢)OPT Kosten hat.
Dieses ¢g; wird von dem FPTAS auf jeden Fall gefunden (es kann allerdings
auch ein anderes g; gefunden werden, dessen Kosten noch niedriger sind, als
die der auf das néchste g; verschobene optimalen Losung).

Fiir das Berechnen der optimalen Losung auf einer der Geraden g; werden
O(n%logn) Zeit benétigt (siche Theorem 4). Der Algorithmus muss 22 —
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= O(%) solcher Losungen berechnen. Die Zeitkomplexitit betrégt also

O(”?l ogn).

5.2.2 Superlineare Kosten

Nun werden die Ergebnisse aus Abschnitt 5.2.1 auf den superlinearen Fall
(o > 1) verallgemeinert. Nun sei PSEUDO-OPT die beste Losung, die auf
einem g; liegt, also die beste Losung, die von dem FPTAS gefunden wird.
SHIFT sei die Losung, die man erhélt, indem man die optimale Losung
auf das néchste g; verschiebt. Dann kann PSEUDO-OPT = SHIF'T sein -
dies ist jedoch nicht zwangslaufig der Fall. Seien m die Anzahl der Kreise in
der optimalen Losung und seien ry,...,7, die Radien der Kreise in OPT.
Desweiteren sei a > 1. Dann gilt:

e PSEUDO-OPT < SHIFT < Y.™ (r; + §)°

(SHIFT wird auf jeden Fall gefunden und jeder Kreis in OPT muss um
maximal § erhoht werden, wenn die optimale Losung auf das néchste g;
verschoben wird) Allgemein gilt (z +6)* < 2% +da(z+6)* firz >0, > 0
und « > 1. Dies ldsst sich wie folgt verdeutlichen: (x + 0)® ist der Wert
Funktion h(z) = z® an der Stelle  + . a(z +0)* ist die Ableitung h'(x) an
der Stelle z46. Exakt berechnet gilt h(z+6) = h(z)+ ["" B (t)dt. Aus a > 1
folgt, dass h'(z) monoton steigt. Daraus wiederum folgt, dass [, sy e (t)dt <
::;6 B (x4 8)dt = 6h'(x+0). Also gilt h(z + ) < h(z)+ o' (x + 5) und die
Aussage ist bewiesen. Setzen wir sie in unsere Abschétzung ein, so folgt:

® Z?il(rl—i_é) Zz 1 z +5aZz 1(r1+5)a !

Aus 6 < d, r; <d, ( ) < OPT und m < n (mehr als ein Kreis pro Client
kann nicht optimal seln) folgt dann:

ima-l-éai(m-i-fs)ail = OPT"HSO‘i(CH—d)ail

=1
1
= OPT—I—(SamQO‘_ldO‘E
d) 1
2 d
< OPT—|—<5an22a_1OPT—

d
Sdan22a-1
— )

= OPT + sam2**~1(

= OPT(1+

Also folgt PSEUDO-OPT < OPT(1+ %). Das gewiinschte Ergebnis
PSEUDO-OPT < (14€)OPT kann nun erreicht werden, indem § =
gewahlt wird.

€
a22a—1p
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Wegen o > 1 benstigen wir nun gem#f Theorem 5 O(n*logn) Zeit fiir
das Finden einer optimalen Losung. Es werden O(d/d) = O(n/e) Geraden
g; betrachtet. Also benéstigt das FPTAS fiir a > 1 O(% logn) Zeit.

Die Ergebnisse von Abschnitt 5.2.1 und Abschnitt 5.2.2 kénnen wie folgt
zusammengefasst werden:

Theorem 12 Seien n Clients in der Ebene und ein festes o > 1 gegeben.
Dann existiert ein FPTAS, dass die optimale Gerade g und g-zentrierte
Kreise findet, die die Clients tiberdecken und minimale Gesamtkosten ha-
ben. Im linearen Fall (o« = 1) bendtigt das FPTAS O(%;logn) und im

superlinearen (o > 1) O(ST; logn) Zeit.

6 Approximation der besten Gerade mit beliebi-
ger Ausrichtung

In diesem Abschnitt wird das Problem aus Abschnitt 5 dahingehend mo-
difiziert, dass die Gerade g beliebige Orientierung haben darf, also nicht
zwangsldufig achsenparallel sein muss. Weiterhin wird von einer linearen
Kostenfunktion (o = 1) ausgegangen. Es wird eine simple Approximation
angegeben, die eine Losung berechnet, deren Kosten maximal um einen kon-
stanten Faktor grofler sind, als die einer optimalen Losung. Sie basieren auf
folgender Beobachtung:

Lemma 13 Sei k > 1, g eine Gerade und D eine Menge von k g-zen-
trierten Kreisen, die die Clientmenge Y iiberdecken. Sei pg ein beliebiger
Punkt auf g. Dann existieren eine Gerade ¢, eine Menge D' von k ¢'-zen-
trierten Kreisen, die Y tiberdecken und maximal die 2%-fachen Kosten von
D haben.

Beweis.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei g die x-Achse, pg sei der Ur-
sprung und auflerhalb von pg liege kein Client auf g. Die ersten beiden Bedin-
gungen lassen sich durch Rotation und Verschieben aller Clients erreichen.
Die letzte Bedingung lésst sich durch eine kleine Perturbation herbeifiithren.
Sei Y = {p1,...,pn} und p; = (z;,v;). Desweiteren sei g; die Gerade, die
durch (0,0) und p; lduft und m; die zugehorige Steigung: m; = g—z Des-
weiteren seien die Clients in Y aufsteigend sortiert nach dem Betrag der
Steigungen der zugehorigen Geraden: |mq| < ... < |m,|. Hier wird nur der
Fall, in dem p; im ersten Sektor der Koordinatensystems liegt, also 1 > 0
und y; > 0 gilt, betrachtet. Andere Fille konnen jedoch analog betrachtet
werden.

Nun wird fiir jeden Kreis D; = (t;,7;) aus D ein Kreis D} = (¢;,r%) in D’
wie folgt konstruiert: ¢; wird um den Koordinatenursprung um — arctan(my )
(also auf g1) gedreht. r; wird auf das doppelte von r; gesetzt. Folglich ist D
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(a) Der Abstand zwischen t; und ¢} ist grofer (b) Bereits bei in geringem Mafle groieren r;
als ;. In der Folge ist D\ D’ (grau unterlegt) verschwindet D \ D’ ganz.
nicht leer.

Abbildung 11: D\ D’

g1-zentriert und hat die 2*-fachen Kosten. Es bleibt also zu zeigen, dass D’
auch tatséichlich Y iiberdeckt.
Folgende Beobachtung hilft bei der Argumentation: Sei D; ein Kreis aus
D und p; ein Client, der von D; {iberdeckt wird. Dann schneidet oder beriihrt
D; gj. Da g1 die Gerade mit der geringsten Steigung ist, folgt hieraus, dass
D; auch ¢ schneidet oder beriihrt. Folglich ist r; mindestens so grofl, wie
der Abstand zwischen ¢; und g¢;. Allerdings verschiebt eine Rotation um
den Ursprung t; nicht auf den néchstgelegenen Punkt auf ¢g;. Darum kann
der Abstand zwischen ¢; und ¢; gréfer als r; sein, wenn r; nur geringfiigig
grofer ist, als der Abstand von ¢; zu g1. Diese Situation wird in Abbildung
11(a) dargestellt: Der grau unterlegte Bereich liegt in D und wird nicht
von D’ iiberdeckt. Ist 7; nur ein wenig grofler, so verschwindet der grau
unterlegte Bereich komplett und D’ iiberdeckt D komplett. Diese Situation
wird in Abbildung 11(b) dargestellt. Desweiteren ist ersichtlich, dass der
graue Bereich immer komplett oberhalb der an der x-Achse gespiegelten
Gerade g; liegt. Lige in dem grauen Bereich also ein Client py, so wire |my|
kleiner, als |mq|. Dies widerspricht jedoch der Wahl von p;. Es folgt also,
dass D\ D' entweder die leere Menge ist, oder dass in D \ D’ kein Client
liegt. Folglich iiberdeckt D’ alle Clients aus Y und der Beweis ist gegliickt.
O

Wendet man Lemma 13 zwei mal an, so ergibt sich, dass eine Gerade
9i,j» die durch die Clients p;, p; € Y lduft, und eine zugehdorige, g; j-zentrierte
Uberdeckung existieren, so dass die Kosten der Uberdeckung héchstens das
222_fache der minimalen Kosten betrigt. Folglich lisst das Problem sich ap-
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proximativ losen, indem man einen Algorithmus zur approximativen oder
exakten Losung des Problems bei gegebener fester Gerade auf O(n?) ver-
schiedene Geraden anwendet, und das beste Ergebnis behélt. Folgend aus
Theorem 4 erhélt man also:

Theorem 14 Seien Y, eine Menge von n Clients in der Ebene, und ein
festes a > 1 gegeben. Dann lisst sich in O(n*logn) Zeit eine Menge von
Kreisen, deren Zentren auf einer Geraden liegen, mit Gesamtkosten, die
mazimal das 4%-fache der minimalen Kosten betragen, finden.
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