RHEINISCHE FRIEDRICH-WILHELMS-UNIVERSITAT BONN
INSTITUT FUR INFORMATIK 1

Karl B. Schmitz

Voronoi-Spiele auf Kreis
und Liniensegment

12.06.2007

Seminararbeit im SS 2007






Zusammenfassung

Wir betrachten zwei Varianten eines Voronoi-Spiels mit zwei kon-
kurrierenden Spielern. Diese spielen abwechselnd jeweils n Steine auf
einem Spielfeld aus. Dieses ist in der ersten Variante eine Kreisscheibe
und in der zweiten Variante ein Liniensegment. Am Ende des Spiels
wird das Spielfeld nach der ,nearest-neighbor“-Regel aufgeteilt; der
Spieler mit dem grofieren Gebiet gewinnt. Es werden Spielstrategien fiir
den zweiten Spieler prisentiert, die immer zu dessen Gewinn fiithren.
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1 Einfiihrung

Diese Ausarbeitung basiert auf dem Artikel von Ahn et al. [1], in dem das
Voronoi-Spiel auf eindimensionalen Spielfeldern behandelt wird. Voronoi-
Spiele werden von zwei Spielern im Wettstreit gespielt, die nacheinander
ihre Spielsteine in einer Umgebung ausspielen. Nachdem alle Steine gelegt
wurden, werden die Ziige der Spieler anhand des entstandenen Voronoi-
Diagramms bewertet. Der Spieler, durch dessen Spielsteine dabei die grofleren
Voronoi-Regionen entstehen, gewinnt das Spiel.

Abschnitt 2 behandelt die einfachste Variante des Voronoi-Spiels, namlich
die auf der Kreisscheibe. Dabei werden wir zunéchst erkennen, dass ein sehr
intuitiver Ansatz nicht zum Erfolg fiithrt. Der zweite Ansatz jedoch liefert
eine Strategie, die dem zweiten Spieler den Gewinn sichert. Auflerdem be-
trachten wir eine Erweiterung der Spielregeln, bei der Mindestabstéinde zwi-
schen den Spielsteinen eingefiihrt werden.

Abschnitt 3 behandelt dann die Variante des Voronoi-Spiels auf dem
Liniensegment. Auch hier finden wir eine Strategie fiir den zweiten Spieler,
die diesem den Gewinn sichert.

2 Das Voronoi-Spiel auf dem Kreis

Betrachten wir eine erste und sehr einfache Variante des Voronoi-Spiels -
einfach in dem Sinne, dass der Handlungsspielraum der Spieler stark einge-
schrankt ist. Die beiden Spieler Blau und Rot spielen dabei nacheinander
ihre jeweils n Steine (n > 1) auf einem Kreisrand C' aus, wobei Spieler Blau
den ersten Zug ausfithrt. Die Spielsteine konnen dabei einen beliebigen Ab-
stand zueinander haben, diirfen aber nicht aufeinander liegen. Den Kreisrand
parametrisieren wir so, dass jeder Punkt p auf C' auf einen Wert im Intervall
[0, 1] abgebildet wird. Die Werte 0 und 1 sollen dabei beide den ersten ge-
legten Stein auf C und gleichzeitig den nérdlichsten Punkt der Kreisscheibe
markieren. Dies lasst sich durch eine Rotation aller gelegten Spielsteine um
den Mittelpunkt der Kreisscheibe realisieren, so dass der erste von Spieler
Blau gelegte Stein gerade an der Stelle 0 liegt. Wir bezeichnen B = {b;}I" ;
als die Stellen der gelegten Steine von Spieler Blau und R = {r;}}"; als die-
jenigen von Spieler Rot. Nachdem alle 2n Steine ausgelegt wurden, werden
die Punktewerte der Spieler berechnet durch

B = |{,1,’ (- C: mlnd(l’,bz) < mlnd(m7rl)}|
R :=|{z € C: mind(z,r;) < mind(z,b;)}|

wobei d(u,v) eine Metrik auf C' ist. | X| bezeichnet die Summe der Léngen
der Zusammenhangskomponenten von X C C. Da wir nur aus endlich vielen
Intervallen zusammengesetzte Teilmengen von C betrachten, ist dies wohl-
definiert. Der Spieler mit dem hoheren Punktewert gewinnt das Spiel.



Zusétzlich bezeichnen wir ein Kreissegment von C, welches durch zwei
Steine begrenzt ist und keine weiteren Steine enthilt, als Intervall. Ein In-
tervall ist einfarbig, falls die beschrinkenden Steine die gleiche Farbe haben,
sonst nennen wir es zweifarbig. Ein rotes Intervall ist ein einfarbiges In-
tervall, das durch rote Steine begrenzt wird, und ein blaues Intervall wird
durch blaue Steine begrenzt. Die Gesamtlédnge aller roten Intervalle bezeich-
nen wir mit R,,, die der blauen Intervalle mit B,,. Aulerdem sei nr(R, B)
die Anzahl der roten Intervalle bei gesetzten roten Steinen R und blauen
Steinen B, sowie np(R, B) die Anzahl der blauen Intervalle.

FEine erste Beobachtung soll das Ermitteln der Punktewerte zu Ende des
Spiels erleichtern.

Lemma 1 Fs gilt R— B = R,, — B,,, und Rot gewinnt genau dann, wenn
Ry, > By, erfillt ist.

Beweis. Offenbar wird die Gesamtléinge = € IR aller zweifarbigen Intervalle
gleichméflig auf die beiden Spieler verteilt. Wegen

x x
R = m 5 B:Bm Py
R +2 -1—2

gilt dann
R-R,=B-B,<R-B=R,,— B,

O

Lemma 1 besagt, dass bei der Auswertung des Spiels lediglich die einfar-
bigen Intervalle betrachtet werden miissen, um festzustellen, welcher Spieler
gewonnen hat.

Wir wollen uns nun mit der Frage beschiftigen, ob es eine Strategie
fiir Spieler Rot gibt, die diesem fiir jedes beliebige Verhalten von Spieler
Blau den Gewinn des Spiels garantiert. Eine solche Strategie nennen wir
gewinnsichernd. Offensichtlich 14sst sich recht leicht eine Strategie formulie-
ren, die es Spieler Rot zumindest ermoglicht, ein Unentschieden zu erreichen.
Dies ist ndmlich der Fall, wenn Spieler Rot jeden Spielzug von Spieler Blau
“spiegelt®, also seinen Stein immer auf die gegeniiberliegende Seite des ge-
rade von Blau gespielten Steins setzt.

Ein erster Ansatz, den wir im Folgenden betrachten, wire also die Tech-
nik des Spiegelns so zu modifizieren, dass sich aus dieser eine gewinnsi-
chernde Strategie entwickelt. Allerdings scheint dies nicht zu funktionieren,
so dass spéter ein neuer Ansatz Anwendung finden wird.

2.1 Die Spiegelstrategie

Es soll nun eine sehr einfache und intuitive Strategie fiir Spieler Rot vor-
gestellt werden, die zwar nur fast gewinnsichernd ist, aber zumindest ein
Unentschieden sichert.



Dabei wird jeder Spielzug von Blau, wie oben bereits beschrieben, ge-
spiegelt. Eine Ausnahme bildet der letzte Zug von Rot, der dazu dienen
soll, den entscheidenden Punktevorsprung zu sichern und damit das Spiel
zu gewinnen. Zu beachten ist hierbei, dass unmittelbar vor dem Setzen der
letzten Steine r,,b, € [0,1] beide Spieler die gleiche Punktzahl haben, da
Spieler Rot bis dahin nur die Spielziige von Blau gespiegelt hat. Das Setzen
des letzten Spielsteins von Rot hidngt dabei wiederum vom letzten von Blau
gesetzten Stein b, ab, was sich zu insgesamt drei Fillen (vgl. Abbildung 1)
zusammenfassen lésst:

w
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Abbildung 1: Die drei moglichen Félle fiir den letzten Zug von Spieler Rot

1. Blau spielt seinen letzten Spielstein in ein blaues Intervall, begrenzt
durch die Steine b, b € B. Durch diesen Zug erhoht sich nicht der Punk-
tewert von Spieler Blau, da das Intervall bereits ein blaues Intervall
war. Durch Platzieren des letzten Steins r,, zwischen b,, und dem dar-
auf folgenden blauen Stein b € B kann Rot das blaue Intervall (b, )
brechen, so dass Spieler Blau nach diesem Zug einen kleineren Punk-
tewert hat als vorher und damit auch einen geringeren Punktewert als
Spieler Rot.

2. Blau spielt seinen letzten Spielstein in ein zweifarbiges Intervall, be-
grenzt durch die Steine b’ € B,r’ € R. Hierbei erhtht sich der Punk-
tewert von Spieler Blau um d := |b, — b'|. Wiirde Spieler Rot auch
diesen Spielzug spiegeln, so erreichte er ein Unentschieden. Es seien
r” der gespiegelte Punkt zu o' und ' der gespiegelte Punkt zu b”.
Durch Platzieren von r, niher an den blauen Spielstein b’ € B, so
dass |r, —r”| > d gilt, gewinnt Spieler Rot aber auch in diesem Fall
das Spiel.

3. Blau spielt seinen letzten Spielstein in ein rotes Intervall, begrenzt
durch die Steine 7,r € R. Dadurch entstehen aus dem einfarbigen In-
tervall zwei zweifarbige Intervalle, weshalb auch die genaue Positionie-
rung des Spielsteins irrelevant ist, da die zweifarbigen Intervalle nicht
bei der Punktewertung beriicksichtigt werden. Dies ist der einzige Fall,
in dem Spieler Rot das Spiel nicht gewinnt, und es bleibt ihm nur die
Moglichkeit, auch diesen Spielzug zu spiegeln und dadurch lediglich
ein Unentschieden zu erreichen.



Lemma 2 Die Spiegelstrategie ist genau dann gewinnsichernd, wenn Spie-
ler Blau in seinem letzten Zug kein rotes Intervall bricht. Ansonsten erzielt
er ein Unentschieden.

Beweis. Nach den Ausfiihrungen unter Abschnitt 2.1 ist die Spiegelstrategie
wohldefiniert, und aus der Aufzéhlung der moglichen Félle fiir den letzten
Zug von Spieler Blau folgt die Behauptung. a

Das folgende Lemma 3 liefert eine Bewertung des Ansatzes der Spiege-
lung von Spielsteinen von Spieler Blau durch Spieler Rot. Es besagt, dass
dieser Ansatz keine gewinnsichernde Strategie fiir Spieler Rot ergeben kann.

Lemma 3 Sein > 3. Es existiert keine gewinnsichernde Strategie fiir Spie-
ler Rot, die darin besteht, alle n — 1 Spielziige von Spieler Blau zu spiegeln
und nur im letzten Zug von dieser Vorgehensweise abzuweichen.

Beweis. Sei p := 2(n — 1). Betrachte die Punkte u; := %, 0 <i < p auf der
Kreisscheibe. Ein Beispiel ist in Abbildung 2 gezeigt. Diese Punkte teilen den
Kreis in p viele gleichgrofie Intervalle der Lénge % ein. Betrachte folgende
Strategie fiir Spieler Blau in Zug k, 1 < k < n:

e Fiir 1 < k < n setze einen Stein an die Stelle uj_q.

e [iir kK = n setze einen Stein an die Stelle % + % und breche damit das
erste rote Intervall.

Abbildung 2: Kreisscheibe mit allen n = 5 gespielten blauen und n —1 roten
Steinen

Vor dem letzten Zug von Spieler Rot gilt dann R, = (n;3) und B, =

@. Nun hat Spieler Rot folgende Moglichkeiten fiir das Setzen seines

letzten Steins:

e Er bricht ein blaues Intervall. Jedes blaue Intervall hat die Linge 1.
Durch diesen Zug wiirde R,, = B,, gelten, und Spieler Rot erreichte
ein Unentschieden.

e Er spielt in ein rotes Intervall. Dadurch wiirde er keinen héheren Punk-
tewert erhalten und um die Differenz % verlieren.



e Er spielt in eines der beiden zweifarbigen Intervalle der Linge *. Da
aber zwei Steine nicht aufeinander liegen diirfen, kann Spieler Rot
dadurch hochstens ein rotes Intervall der Linge % —d, d > 0 erzeugen
und wiirde insgesamt mit Punktedifferenz d verlieren.

e Er spielt in eines der beiden zweifarbigen Intervalle der Lange %,
die im letzten Zug von Spieler Blau entstanden sind. Dadurch kénnte
Spieler Rot ein einfarbiges Intervall der Léinge ﬁ —d, d > 0 erzeugen

und wiirde auch hier verlieren - und zwar mit Punktedifferenz % +d.

In jedem Fall ist es aber Spieler Rot bei der gegebenen Strategie von Spieler
Blau nicht moglich, durch seinen letzten Zug einen Sieg herbeizufithren. O

Die Unterteilung der Kreisscheibe in O(n) viele gleichgroBe Segmente
enthélt bereits eine Idee, die im folgenden Abschnitt wieder aufgegriffen
wird, wenn es um die Herleitung einer gewinnsichernden Strategie fiir Spieler
Rot geht.

2.2 Die Keypoint-Strategie

Wir wenden uns nun einem Ansatz zu, der tatséichlich eine gewinnsichernde
Strategie liefert. Hierbei ist es sogar moglich, das Regelwerk des Spiels zu
erweitern und den Spielern dadurch wesentlich mehr Handlungsspielraum
zu geben. Diese Erweiterungen wollen wir im folgenden betrachten.

2.2.1 Erweiterung der Spielregeln

Bisher war es den beiden Spielern zu jedem Zug nur moglich, jeweils einen
Stein zu setzen. Diese Beschrinkung wollen wir nun autheben.

Sei k < n die Anzahl der gespielten Runden, und seien [3; und ~; die
Anzahl der Steine, die die Spieler Blau und Rot in Runde i mit 1 < ¢ < k
legen. Dann beschrinken wir diese Spielziige durch folgende Regeln:

e In jedem Zug muss jeder Spieler mindestens einen Stein setzen, d.h.
V1<i<k:pB,v>0.

e Zu jedem Zeitpunkt muss Blau mindestens so viele Steine wie Rot
gelegt haben, d.h. V1 <j <k:Y7_ 6, >>7 .

e Zum Ende des Spiels muss jeder Spieler alle Steine gelegt haben, d.h.
Y Bi= v =n

e Zu Beginn darf Spieler Blau nicht alle Steine setzen, d.h. 81 < n.
Die hierbei auftretenden Variablen k, ; und -; miissen nicht im Vor-

hinein festgelegt werden, so dass jeder Spieler zu Beginn seines Zuges ent-
scheiden kann, wie viele Steine er setzen mochte. Die letzte Bedingung stellt



sicher, dass es Spieler Blau nicht moglich ist, alle Schliisselpunkte zu be-
setzten, denn dadurch wiirde Spieler Rot das Spiel nicht mehr gewinnen
koénnen.

Zu beachten ist auflerdem, dass eine gewinnsichernde Strategie von Spie-
ler Rot fiir die obigen Erweiterungen gewinnsichernd bleibt, wenn man das
mehrfache Legen von Steinen pro Zug wieder verbietet. Dies wiirde n&mlich
dazu fithren, dass 3; = 1,V1 < i < k und k = n gilt, wodurch Spieler Rot
mit seiner Strategie wegen obiger Bedingungen gar keine andere Wahl hétte,
als ebenfalls genau einen Stein zu legen. Die Strategie von Rot miisste also
nicht angepasst werden.

2.2.2 Weitere Definitionen

Zur Einfithrung der Keypoint-Strategie bedarf es einer weiteren Definition.

Definition 4 Die n Punkte u; := %, 0 <i < n nennen wir Schliisselpunkte.
Ein Intervall, dessen beide Endpunkte Schliisselpunkte sind, nennen wir

Schliisselintervall. Es ist entweder einfarbig oder zweifarbig und hat immer
die Léange % (vgl. Abbildung 3).

I
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Abbildung 3: Alle Schliisselpunkte fiir n = 8 und ein eingezeichnetes
Schliisselintervall

2.2.3 Die Strategie

Die oben definierten Schliisselpunkte und -intervalle bilden die Grundlage
fiir das gewinnsichernde Verhalten der im folgenden présentierten Strategie
fiir Spieler Rot. Dieser spielt hierbei in jedem Zug genau so viele Steine
aus, dass er mit Spieler Blau gleichzieht. Die in Abbildung 4 formulierten
Fallunterscheidungen werden also fiir jeden dieser Teilziige betrachtet.
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Gibt es freie Schliisselpunkte?

N‘

Letzter Zug UND nur ein blaues Intervall 7, vorhanden?

Spiele auf Schliisselpunkt

Mache aus grofitem blauen Intervall

Finde zweifarbiges Schliisselintervall 7, . pa
© 2 ein zweifarbiges Intervall.

Erzeuge aus I, einfarbiges Intervall
I mit |I|>|L,]

Abbildung 4: Fallunterscheidung fiir jeden neuen Stein von Spieler Rot.

Algorithmus 2.1 Keypoint-Algorithmus

// Input: n € IN; B,R C [0,1].
// Output: R’ C [0, 1].
k:=|B|— |R|; // Die Zahl der Ziige, die Rot ausfithren wird
R = R;
for i =1 to k do
if freeKeypointFound(R,B) then
r:= getFreeKeypoint(R, B);
else
I := findLargestIntervalg(B, R);
if |R'| =n — 1 A countIntervalsp(B, R) =1 then
(r',b) := findBichromaticK eyInterval(R, B);

1
r := makelInterval(r’, b, ”J;m)

else
r := intervalCenter(I);
end if
end if
R =R U{r};
end for
return R';

?




2.2.4 Algorithmus

Algorithmus 2.1 auf Seite 8 setzt das in Abbildung 4 gezeigte Verfahren von
Spieler Rot um. Die Funktion wird dabei nach jedem Zug von Spieler Blau
aufgerufen und liefert die neue Menge R’ der gelegten Steine von Spieler
Rot. Es werden die folgenden Hilfsfunktionen verwendet:

o freeKeypointFound(A, B) liefert true, falls freie Schliisselpunkte auf
der Kreisscheibe vorhanden sind.

e getFreeKeypoint(A, B) liefert einen beliebigen noch freien Schliissel-
punkt.

e findLargestIntervalg(A, B) liefert das groite Intervall von Spieler S,
das durch die Menge der gelegten Steine A und B definiert ist.

e countIntervalsg(A, B) liefert die Anzahl an einfarbigen Intervallen
von Spieler S, die durch die gelegten Steine A und B definiert sind.

e findBichromaticKeylInterval(A, B) liefert die begrenzenden Steine
(a,b), a € A, b € B eines durch die Mengen der gelegten Steine A
und B definierten zweifarbigen Schliisselintervalls.

e makelnterval(a,b,l) Gibt die Position fiir einen neuen Stein x mit
der gleichen Farbe von a zuriick, so dass (x, a) ein einfarbiges Intervall
der Léange [ innerhalb des Intervalls bildet, das durch die Steine (a, b)
begrenzt ist.

o intervalCenter(I) liefert das Zentrum des Intervalls .

2.2.5 Analyse

Wir wollen nun zeigen, dass Algorithmus 2.1 wohldefiniert ist und eine
gewinnsichernde Strategie umsetzt. Hierzu benétigen wir einige Vorberei-
tungen. Im Folgenden gehen wir stets davon aus, dass Spieler Rot nach der
Keypoint-Strategie handelt.

Lemma 5 Betrachte das Spielfeld vor dem Setzen des letzten Steins von
Spieler Rot, d.h. |B| > |R| = n — 1. Dann existiert kein blaues Schliissel-
intervall.

Beweis. Angenommen, Spieler Blau belegt k viele Schliisselpunkte. Da-
mit iiberhaupt ein blaues Schliisselintervall existieren kann, muss k > 2
gelten. Da Spieler Rot durch die vorgegebene Strategie mindestens einen
Schliisselpunkt besetzt, gilt k < n, und Spieler Blau kann damit héchstens
k — 1 Schliisselintervalle belegen. Die restlichen n — k Schliisselpunkte fallen
Rot zu. Da nun alle Schliisselpunkte besetzt sind, kann es keine Interval-
le geben, die grofler sind als ein Schliisselintervall. Mit den verbliebenen



|R| — (n — k) = k — 1 Steinen von Rot bricht dieser nun gem#f seiner Stra-
tegie die jeweils grofiten blauen Intervalle, also wenigstens alle k£ — 1 blauen
Schliisselintervalle. O

Lemma 6 Betrachte das Spielfeld vor dem Setzen des letzten Steins von
Spieler Rot, d.h. |B| > |R| = n — 1. Dann sind alle Intervalle von Spieler
Rot Schliisselintervalle.

Beweis. Offensichtlich kénnen rote Intervalle nur beim Setzen von roten
Steinen entstehen. Diese aber werden gem#fl der Keypoint-Strategie nur
auf Schliisselpunkte oder zwischen zwei blauen Steinen platziert, solange
noch nicht der letzte Stein gespielt wird. Im ersten Fall entsteht ein rotes
Schliisselintervall, und im zweiten Fall wird ein blaues Intervall gebrochen,
wodurch ein zweifarbiges Intervall entsteht. O

1)

2) 3)

Abbildung 5: Die drei moglichen Fille fiir die Positionierung von p € R

Lemma 7 Sei|B| > |R|. Dann gilt ng(R, B) — ng(R, B) = |B| — |R)|.

Beweis. Induktion iiber |R|. Sei |R| = 0. Dann ist auch ngr(R,B) = 0
und np(R, B) = |B|, also gilt obige Gleichung. Sei nun |R| > 0, und die
Behauptung gelte fiir R, B mit R’ := R\{p} und einen beliebigen Punkt
p € R. Also ist

np(R, B) —np(R,B) = |B| — |R|

und
|R| = |R'| + 1. (1)

Nun gibt es drei Moglichkeiten fiir die Positionierung von p (vgl. Abbildung
5):

1. Innerhalb eines roten Intervalls zwischen zwei Punkten r,,7, € R/.
Dann gilt

ng(R,B) = nrp(R,B)+1
ng(R,B) = np(R,B).

10



2. Innerhalb eines blauen Intervalls zwischen zwei Punkten b,,b, € B
(oder falls es nur einen Punkt b € B gibt und die gesamte Kreisscheibe
ein blaues Intervall bildet). Dann gilt

ns(R,B) = np(R,B)—1
nr(R,B) = ngr(R B).
3. Innerhalb eines zweifarbigen Intervalls zwischen zwei Punkten r, € R’
und b, € B. Dann gilt
nr(R,B) = nR'(Rla B)+1
nB(R>B) = nB(R,aB)'
In allen drei Féllen gilt dann
nB(Ra B) - nR(Rv B)

TLB(R,, B) — (TLR/(R/, B) + 1)
B - (|R'| +1)
= [B[—|R],

~
=

—
~

und es folgt induktiv die Behauptung. O

Der Keypoint-Algorithmus setzt die Existenz von mindestens einem blau-
en Intervall voraus, wenn alle Schliisselpunkte besetzt sind. Das folgende
Korollar 8 zeigt, dass ein solches Intervall vor dem Setzen von Spieler Rot
immer existiert.

Korollar 8 Sei |B| > |R|. Dann ezistiert mindestens ein blaues Intervall,
d.h. np(R, B) > 0.

Beweis. Wegen |B| > |R| < |B| — |R| > 0 folgt aus Lemma 7
nB(R7 B) - nR(R) B) > O)
>0

also ist auch np(R, B) > 0. O

Um spéter zeigen zu konnen, dass der Keypoint-Algorithmus gewinnsi-
chernd ist, wird es erforderlich sein, dass beide Spieler die gleiche Anzahl
einfarbiger Intervalle erzeugt haben, was folgendes Korollar 9 besagt.

Korollar 9 Nach k <n Zigen gilt nr(R, B) = np(R, B).
Beweis. Es ist |R| = |B| = k < n, und aus Lemma 7 folgt
0=|B| - |R| = ng(R, B) — np(R, B) & np(R, B) = np(R, B).

O

Die beiden folgenden Aussagen ermdoglichen es, unter bestimmten Um-
stdnden auf die Existenz eines zweifarbigen Schliisselintervalls zu schlieflen.
Solche Intervalle sind essentiell fiir die Keypoint-Strategie von Spieler Rot.

11



Korollar 10 Sei |B| > |R| und ng(R, B) = 1. Dann ist nr(R, B) = 0.
Beweis. Mit |B| — |R| > 0 und np(R, B) =1 folgt aus Lemma 7
1—-ngr(R,B)>0<ng(R,B) <1.

O

Lemma 11 Angenommen, es seien alle n Schliisselpunkte besetzt und es
gilt |R| < |B| < n. Wenn es nur ein blaues Intervall gibt, und dieses eine
Léinge < % hat, so existiert mindestens ein zweifarbiges Schliisselintervall.

Beweis. Da Spieler Rot noch nicht alle Steine ausgespielt hat, liegen ins-
gesamt hochstens 2n — 1 viele Steine auf der Kreisscheibe und hoéchstens
2n — 1 —n = n — 1 viele Steine innerhalb der n vielen Schliisselintervalle,
da alle n Schliisselpunkte besetzt sind. Demnach muss mindestens eines der
Schliisselintervalle frei von inneren Steinen sein. Da es Lénge % hat, kann es
nicht das blaue Intervall sein, und wegen Korollar 10 ist es auch kein rotes
Intervall. Folglich muss es ein zweifarbiges Schliisselintervall sein. O

Nun wollen wir die Kernaussage dieses Abschnitts beweisen.
Theorem 12 Algorithmus 2.1 ist wohldefiniert und gewinnsichernd.

Beweis. Da die Kreisscheibe n Schliisselpunkte enthélt und nach unserer
Definition Spieler Blau den ersten Schliisselpunkt mit seinem ersten Stein
besetzt, da er immer auf Position 0 spielt, bleiben fiir Spieler Rot hichstens
n — 1 viele Schliisselpunkte zum Besetzen {ibrig. Demnach wird also minde-
stens einmal der duflere Else-Zweig innerhalb der For-Schleife des Algorith-
mus durchlaufen.

An dieser Stelle im Code wird nach einem gréfiten blauen Intervall ge-
sucht. Ein solches ist wegen Korollar 8 immer vorhanden, d.h. np(R, B) > 1.
Betrachten wir nun den letzten Zug von Spieler Rot und insbesondere das
Setzen des letzten Steins. Der Algorithmus unterscheidet hier die beiden
Falle ng(R,B) > 1 und np(R,B) = 1.

Sei also zunéchst np(R,B) > 1. Dann bricht Spieler Rot ein grofites
blaues Intervall, ng(R, B) vermindert sich um eins und es gilt nunmehr
np(R,B) > 1. Nach dem Setzen des letzten Steins gilt wegen Korollar 9
nr(R,B) =np(R,B) > 1. Wegen Lemma 5 und Lemma 6 haben alle roten
Intervalle die Lénge % und alle blauen Intervalle eine Linge < % Also gilt
R,, > By, und Spieler Rot gewinnt das Spiel.

Sei nun vor dem Setzen des letzten Steins np(R, B) = 1. Bezeichne [
das letzte verbleibende blaue Intervall. Aus Lemma 5 folgt |I| < 1. Nach
Lemma 11 existiert nun ein zweifarbiges Schliisselintervall Iy mit Léinge %
Nach dem Algorithmus erzeugt Spieler Rot aus I ein einfarbiges Intervall
I mit |17 = =50 S I _ 1) Somit gilt || = By < Ry = |I’], und
Spieler Rot gewinnt das Spiel auch in diesem Fall. O
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2.3 Erweiterung durch Mindestabstinde

FEine weitere mogliche Erweiterung des Spiels léasst sich durch das Fordern
von Mindestabstinden zwischen beliebigen Steinen definieren, n&mlich in-
dem zu den obigen Forderungen zusétzlich gelten muss:

Vp,q € RUB,p#q:|d(p,q)| > d (2)

fiir ein d € R mit

1
0<d< —.
<a< on

Diese Erweiterung fithrt dazu, dass die Keypoint-Strategie nicht mehr
gewinnsichernd ist, da Spieler Blau durch geschicktes Setzen seiner Steine
ein Unentschieden erzwingen kann, was das Beispiel aus Abbildung 6 zeigt.

b,

Abbildung 6: Ein Beispiel fiir ein durch Spieler Blau erzwungenes Unent-
schieden (n = 2).

Bemerkenswert und auch an vorherigem Beispiel gut erkennbar ist, dass
die Keypoint-Strategie wieder gewinnsichernd wird, sobald man in Bedin-
gung (2) anstatt “>“ ein “>“ fordert. Denn dadurch ist es Spieler Rot
wieder moglich, in seinem letzten Zug ein grofleres Intervall zu erzeugen, als
es Spieler Blau besitzt.

3 Das Voronoi-Spiel auf dem Liniensegment

Betrachten wir eine neue Definition des Spielfelds. Wir spielen nun auf einem
horizontalen Liniensegment, welches wir mit [0, 1] parametrisieren. Im Ver-
lauf des folgenden Abschnittes werden wir zu der Erkenntnis gelangen, dass
ein zum vorherigen Abschnitt ganz dhnlicher Ansatz auch hier zu einer ge-
winnsichernden Strategie fiir Spieler Rot fiihrt. Die folgenden Uberlegungen
bediirfen allerdings einiger neuer Definitionen bzw. Anpassungen an den
bisherigen Definitionen.

3.0.1 Weitere Definitionen

Wir nennen das linke Randsegment jenes Segment zwischen 0 und einem am
weitesten links liegenden Punkt [. Analog sei das rechte Randsegment jenes
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zwischen dem am weitesten rechts liegenden Punkt r und 1. Jedes dieser
beiden Segmente wird demjenigen Spieler zugesprochen, dem der zugehorige
Randpunkt [ bzw. r gehort. Die Vereinigung dieser beiden Segmente nennen
wir das Randintervall und behandeln es wie die bereits zuvor eingefiihrten
Intervalle. Das Randintervall ist einfarbig, falls die Steine auf [ und r dem
gleichen Spieler gehoren, sonst nennen wir es zweifarbig. Es ist zu beachten,
dass weder das linke noch das rechte Randsegment ein Intervall ist. Diese
Segmente werden iiber die Variablen R; fiir ein eventuelles rotes Randseg-
ment und By fiir ein eventuelles blaues Randsegment beriicksichtigt, falls das
Randintervall zweifarbig ist (vgl. Abbildung 7). Ist das Randintervall einfar-
big, so setzen wir R, = By = 0. Mit dieser Erweiterung und der folgenden
neuen Definition von Schlisselpunkten bleiben die Aussagen aus Lemma 7,
Lemma 11 und Korollar 8 erhalten.

b, I
e | —

0 B, R, 1

Abbildung 7: Ein Beispiel fiir ein zweifarbiges Randintervall mit eingezeich-
neten Randsegmenten

Definition 13 Die n Punkte u; := ﬁ + %, 0 < 7 < m nennen wir Schliissel-
punkte. Ein Intervall, dessen beide Endpunkte Schliisselpunkte sind, nennen
wir Schlisselintervall. Es ist entweder einfarbig oder zweifarbig und hat
immer die Léinge % (vgl. Abbildung 8).

Damit ergibt sich fiir die Punkteberechnung aus analogen Uberlegungen
wie in Lemma 1:

R_B:(Rm+Rb)_(Bm+Bb) (3)
[ | | L
— | | —

0 1

Abbildung 8: Alle Schliisselpunkte fiir n = 4, ein eingezeichnetes Schliissel-
intervall (blau) und das Randintervall (rot)

3.0.2 Die Strategie

Die in Abbildung 9 illustrierte Line-Strategie sorgt dafiir, dass die rechte
Seite von Gleichung (3) positiv, also fiir Spieler Rot beziiglich der neuen
Regeln gewinnsichernd ist.
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Diese Strategie basiert auf der Einschrinkung, unter der wir auch bereits
die Spiegelstrategie betrachtet haben: Pro Zug legt jeder Spieler genau einen
Stein, d.h. V1 <i<n:8, = =1.

3.0.3 Analyse

Bevor wir die Hauptaussage dieses Abschnitts beweisen, miissen wir wieder
einige Vorbereitungen treffen. Im Folgenden gehen wir davon aus, dass Spie-
ler Rot nach der Line-Strategie spielt. Die Bezeichnungen werden wie bisher
verwendet.

Lemma 14 Nach dem letzten Zug von Spieler Blau existieren keine blauen
Schliisselintervalle.

Beweis. Sei k die Anzahl der von Spieler Blau belegten Schliisselpunkte. Da
Spieler Rot so viele Schliisselpunkte wie moglich besetzt, gilt 0 < k& < L%J,
und Spieler Blau kann maximal k& — 1 viele Schliisselintervalle erzeugen. Da
nun Spieler Rot alle restlichen n — k Schliisselpunkte besetzt, hat er noch k
Steine {ibrig, von denen er k—1 viele Steine verwendet, um die jeweils gréfiten
blauen Intervalle, also insbesondere alle k& — 1 blauen Schliisselintervalle, zu

brechen. O

Lemma 15 Angenommen, es existiert mindestens ein einfarbiges Inter-
vall. Wenn Spieler Blau aufler entweder uy oder u,_1 keinen der anderen
Schliisselpunkte besetzt und Schritt 6 der Line-Strategie niemals ausgefiihrt
wird, so gewinnt Spieler Rot.

Beweis. Wegen Lemma 14 besitzt Spieler Blau nach seinem letzten Zug
kein Schliisselintervall. Mit |R| = |B| = n folgt aus Lemma 7 ngr(R, B) =
np(R,B) > 1. Da alle roten Intervalle Schliisselintervalle sind, haben sie
die Lénge %, und alle blauen Intervalle haben die Linge < % Also gilt
B,, < R,,. Betrachte nun das Randintervall. Ist es einfarbig, so ist B, =
Ry = 0, und Spieler Rot gewinnt das Spiel. Ist es zweifarbig, so hat es
einen roten Endpunkt, entweder ug oder u,_1, da Spieler Rot gemé&fl seiner
Strategie mindestens einen dieser Punkte besetzt und wegen des Ausbleibens
von Schritt 6 keinen weiteren Stein im Randintervall platziert. Dann ist aber
Ry = % und By < ﬁ, also Ry > By, und Spieler Rot gewinnt auch in diesem
Fall. a
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Abbildung 9
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Das folgende Lemma 16 sagt aus, dass Spieler Rot aus jedem beliebigen
zweifarbigen Schliisselintervall ein einfarbiges Intervall erzeugen kann, das
groBer ist als jedes andere Nicht-Schliisselintervall.

Lemma 16 Angenommen, auf dem Spielfeld existiert mindestens ein zwei-
farbiges Schliisselintervall. Dann kann Spieler Rot mit einem Stein daraus
fiir jedes 0 < d < % ein rotes Intervall mit Linge > d erzeugen.

Beweis. Wihle ein beliebiges zweifarbiges Schliisselintervall I5. Angenom-
men, I5 ist nicht das Randintervall. Dann kann Spieler Rot, genauso wie
auch schon bei der Variante auf der Kreisscheibe, seinen Stein so nah an
den blauen Endpunkt von Is heransetzen, dass das entstehende rote Inter-
vall I, eine Lénge > d hat.

Sei nun I das Randintervall. Dann gehort aufgrund der Strategie ge-
nau einer der Randpunkte ug oder u,_1 zu Spieler Rot. Das entsprechende
Randsegment der Linge % gehort also bereits Spieler Rot. Nun kann dieser
seinen Stein wieder so nah an den blauen Endpunkt des anderen Randseg-
ments mit Lange ﬁ heransetzen, dass insgesamt auch hier ein rotes Intervall
mit Lénge v (0 < v < 5-) entsteht, so dass 5~ + v > d gilt. O

Lemma 17 Angenommen, Fallunterscheidung 4 der Strategie fiihrt immer
zum linken Teilbaum. Dann sind nach dem letzten Zug von Spieler Blau alle
roten Intervalle Schliisselintervalle.

Beweis. Offensichtlich kénnen rote Intervalle nur beim Setzen von roten
Steinen entstehen. Spieler Rot besetzt zunéchst alle verfiigbaren Schliissel-
punkte, wodurch lediglich Schliisselintervalle entstehen kénnen. Danach ver-
wendet Spieler Rot seine Steine lediglich zum Brechen blauer Intervalle, wo-
durch nur zweifarbige Intervalle entstehen kénnen. O

Das folgende Lemma 18 untersucht den Spezialfall, dass Spieler Blau
keinen einzigen Schliisselpunkt besetzt, und stellt fest, dass Spieler Rot auch
hier gewinnt.

Lemma 18 Angenommen, Spieler Blau spielt keine Schliisselpunkte. Dann
gewinnt Spieler Rot.

Beweis. Da Spieler Blau keine Schliisselpunkte besetzt, werden diese auf-
grund seiner Strategie von Spieler Rot besetzt. Wegen Lemma 14 existie-
ren nach dem letzten Zug von Spieler Blau keine blauen Schliisselintervalle,
und Lemma 17 besagt, dass alle roten Intervalle Schliisselintervalle sind.
Dies gilt insbesondere auch nach dem letzten Zug von Spieler Rot, bei dem
er den letzten noch verbleibenden Schliisselpunkt besetzt. Aulerdem gilt
nr(R,B) = np(R, B) wegen Lemma 7. Insgesamt also gilt R,,, > B,,, und
wenn nach n Ziigen mindestens ein rotes Schliisselintervall iibrig bleibt, so
gilt sogar Ry, > Bpn.
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Angenommen, Spieler Blau spielt keinen Stein in das Randintervall.
Dann ist dieses ein rotes Schliisselintervall, es gilt ng(R, B) > 1, also R,, >
By, Ry = By, =0, R > B, und Spieler Rot gewinnt das Spiel.

Angenommen, Spieler Blau spielt einen Stein in genau eines der beiden
Randsegmente. O.B.d.A. sei dies das linke Randsegment (der andere Fall
ist symmetrisch). Dann besitzt Spieler Rot das rechte Randsegment, und es
gilt By < R, = 5. Zusammen mit Ry, > By, gilt R > B, und Spieler Rot
gewinnt auch in diesem Fall.

Angenommen, Spieler Blau spielt Steine in beide Randsegmente. Dann
ist das Randintervall mit Lange < % einfarbig und gehort Spieler Blau, also
Ry, = By = 0. Verwendet Spieler Blau nun alle verbleibenden k < n—2 Steine
zum Brechen der n — 1 vielen roten Schliisselintervalle, so entstehen dadurch
nur zweifarbige Intervalle, mindestens eines der roten Schliisselintervalle mit
Lénge % bleibt {ibrig, und es gilt B;, < R, also auch R > B. Erzeugt
Spieler Blau stattdessen mit den k verbleibenden Steinen mindestens ein
weiteres blaues Intervall, so existieren wegen ngr(R,B) = np(R, B) dann
aber auch genauso viele rote Schliisselintervalle, und es gilt wieder B,, < R,
und R > B. O

Lemma 19 Angenommen, im Laufe des Spiels wird mindestens einmal der
rechte Teilbaum von Fuallunterscheidung 4 der Strategie durchlaufen. Dann
existiert nach dem vorletzten Zug von Spieler Rot kein blaues Intervall aufSer
maglicherweise dem Randintervall. Auflerdem gilt B < R.

Beweis. Betrachten wir den Zug von Spieler Rot nach dem letzten Durchlau-
fen des rechten Teilbaums von Fallunterscheidung 4. Zu diesem Zeitpunkt
ist also das Randintervall I, das einzige blaue Intervall. Da aufgrund der
Strategie von Spieler Rot mindestens einer der beiden Punkte ug bzw. w,_1
von diesem besetzt wird, kann es sich bei I nicht um ein Schliisselintervall
handeln, und es gilt || < 1. Nun behandelt die Strategie zwei verschiedene
Félle:

Angenommen, einer der beiden blauen Endpunkte von Ij ist ein Schliissel-
punkt. O.B.d.A. sei dies ug (der andere Fall ist symmetrisch). Betrachte das
rechte Randsegment mit Lénge d < % Nun kann Spieler Rot einen Stein
von links beliebig nahe an ug heransetzen, so dass ein rotes linkes Randseg-
ment mit Lange > d entsteht. Also gilt B,, = R,, = 0 und B, < R, also
B <R.

Sei nun keiner der beiden blauen Endpunkte ein Schliisselpunkt. Dann
existiert nach Lemma 11 wieder ein zweifarbiges Schliisselintervall, welches
Spieler Rot geméafl Lemma 16 nutzen kann, um ein rotes Intervall der Lange
> |Ip| zu erzeugen. In diesem Fall gilt also B, < R, und B, = R, = 0, also
insgesamt B < R.

Nach diesem betrachteten Zug von Spieler Rot ist die Behauptung also
wahr. Betrachten wir nun die folgenden Ziige von Spieler Rot, bei denen
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nun immer der linke Teilbaum von Fallunterscheidung 4 durchlaufen wird.
Demnach muss Spieler Blau mit jedem seiner Ziige zunéchst ein blaues Inter-
vall erzeugt haben, welches Spieler Rot geméf seiner Strategie dann wieder
bricht, weshalb B,,, R,,, By und R unverdndert bleiben. Demnach bleibt
die Behauptung auch nach jedem dieser Ziige von Spieler Rot wahr. O

Nun folgen noch weitere Aussagen, die die Wohldefiniertheit der Line-
Strategie belegt.

Lemma 20 In Fallunterscheidung 2 der Line-Strategie ist sichergestellt,
dass das Randintervall das einzige blaue Intervall ist.

Beweis. Es folgt aus Korollar 8, dass nach jedem Zug von Spieler Blau
mindestens ein blaues Intervall existiert. Durch Fallunterscheidung 4 der
Strategie werden alle anderen blauen Intervalle aufler dem Randintervall
ausgeschlossen. Demnach existiert genau ein blaues Intervall, und dieses ist
das Randintervall. O

Lemma 21 Die Aktionen 1 und 3 der Line-Strategie sind immer anwend-
bar.

Beweis. Die in diesen beiden Fillen durchlaufenen Fallunterscheidungen
der Strategie sichern, dass es hochstens ein blaues Intervall gibt, und aus
Korollar 8 folgt, dass es mindestens ein blaues Intervall geben muss. Also
gibt es genau ein blaues Intervall. Im Fall von Aktion 1 hat es eine Léange

< 1. da Spieler Blau hier bereits alle Steine ausgelegt hat und demnach

Ler?lma 14 anwendbar ist. Im Fall von Aktion 2 hat es ebenfalls eine Linge
< %, weil durch Fallunterscheidung 2 gesichert ist, dass das blaue Intervall
nicht durch einen Schliisselpunkt begrenzt ist.

Nun ist also Lemma 11 anwendbar, und es folgt, dass ein zweifarbiges

Schliisselintervall existiert. Demnach sind die Aktionen 1 und 3 giiltig. O

Nun stehen alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um eine abschlieende Ana-
lyse der Line-Strategie durchzufiihren.

Theorem 22 Die Line-Strategie ist wohldefiniert und gewinnsichernd.

Beweis. Die Wohldefiniertheit der Line-Strategie folgt aus Lemma 20 und
Lemma 21.

Zu beachten ist zunéchst, dass es aufgrund der fehlenden Symmetrie des
Spielfelds im Gegensatz zur Kreisscheibe moglich ist, dass Spieler Blau kei-
nen einzigen Schliisselpunkt besetzt. Lemma 18 sagt dann aus, dass Spieler
Rot gewinnt.

Wir gehen also im Folgenden davon aus, dass mindestens einer der
Schliisselpunkte von Spieler Blau besetzt wurde. Ferner werden geméf3 der
Line-Strategie alle Schliisselpunkte von Spielsteinen besetzt, und entweder
ug oder u,_1 wird von Spieler Rot in seinem ersten Zug besetzt.
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Betrachten wir nun Fallunterscheidung 4 der Strategie. Angenommen,
es wird iiber das gesamte Spiel hinweg stets der linke Teilbaum der Stra-
tegie durchlaufen. Dann besitzt Spieler Rot nach Lemma 17 nur Schliissel-
intervalle. Betrachten wir den letzten Zug von Spieler Rot und die k vielen
blauen Intervalle, so ergeben sich wieder zwei Moglichkeiten. Fiir k£ > 1 be-
sagt Lemma 14, dass Spieler Blau kein Schliisselintervall hat. Da Schritt 6
der Line-Strategie niemals ausgefiihrt wird und Spieler Blau nach dem letz-
ten Zug von Spieler Rot noch mindestens ein einfarbiges Intervall behélt, ist
Lemma 15 anwendbar, und es folgt, dass Spieler Rot gewinnt. Fiir £ = 1,
d.h. es existiert nur ein blaues Intervall Iy, gilt |I,| < % wegen Lemma 14.
Wegen Lemma 11 existiert nun ein zweifarbiges Schliisselintervall, und aus
Lemma 16 folgt, dass Spieler Rot auch in diesem Fall gewinnt.

Nun wollen wir also annehmen, dass im Laufe des Spiels mindestens ein-
mal der rechte Teilbaum von Fallunterscheidung 4 der Strategie durchlaufen
wird. Betrachten wir die Situation vor dem letzten Zug von Spieler Blau.
Nach Lemma 19 existiert aufler moglicherweise dem Randintervall kein blau-
es Intervall. Angenommen, das Randintervall gehort Spieler Blau, und dieser
erzeugt mit seinem letzten Stein ein weiteres blaues Intervall I,. Dann fithrt
Spieler Rot in seinem letzten Zug Schritt 5 der Strategie aus, bricht das gera-
de entstandene Intervall I und stellt damit den Zustand B < R wieder her.
In allen anderen Féllen existiert nach seinem letzten Zug wegen Korollar 8
genau ein blaues Intervall I,, das nach Lemma 14 kein Schliisselintervall ist.
Nach Lemma 11 existiert nun aber ein zweifarbiges Schliisselintervall, wel-
ches Spieler Rot nach Lemma 16 nutzt, um ein Intervall mit Lénge > |1, |
zu erzeugen und damit das Spiel zu gewinnen. O

4 Fazit

Wir haben zwei gewinnsichernde Strategien vorgestellt, die in eindimensio-
nalen Umgebungen gespielt werden. Laut dem zugrunde liegenden Artikel
[1] ldsst sich zeigen, dass, auch wenn der zweite Spieler hierdurch stets ge-
winnt, es dem ersten Spieler moglich ist, die Punktedifferenz beliebig klein
zu halten. Ebenso ldsst sich keine Strategie fiir den zweiten Spieler finden,
die es ihm ermdoglicht, mit hoherem Abstand zu gewinnen.

Leider haben diese Ergebnisse laut [1] keinen direkten Nutzen fiir das
zweidimensionale Voronoi-Spiel. Transferiert man das Konzept der Schliissel-
punkte ins Zweidimensionale, um die Spielziige an einem einheitlichen Git-
ternetz auszurichten, so stellt sich heraus, dass man auch hier um eine be-
trachtliche Punktedifferenz verlieren kann.
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