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Zusammenfassung

Gegeben eine endliche Menge S; an Punkten in der Ebene, definie-
ren wir die Punktmenge S; wie folgt: Wenn \S; bereits bestimmt wurde,
ermittle eine Menge L;, welche sdmtliche Liniensegmente enthélt, die
alle bisher ermittelten Punkte [ J%_, S; untereinander verbindet. Dann
sei S;41 die Menge aller Schnittpunkte der Liniensegmente in L;, wel-
che sich zwar schneiden, aber nicht iiberlappen. Wir zeigen dann, dass
die Menge U;’;l S; dicht in einer bestimmten, nichtleeren Teilmenge
der Ebene ist. Diese Region ist der Schnitt aller geschlossenen Halb-
ebenen, welche alle Punkte aus S7 bis auf einen enthalten.
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1 Einfiihrung

Sei eine endliche Menge S = S; von Punkten in der euklidischen Ebene
gegeben. Dann ergibt sich eine Menge L, von Liniensegmenten dadurch,
dass wir alle moglichen Punktpaare aus S; verbinden. Definiere dann Ss
als die Menge aller Schnittpunkte der Liniensegmente in L; welche sich
nicht {iberlappen. Wir definieren die Mengen an Liniensegmenten L; und
Punktmengen 5; induktiv wie folgt:

L= {pqlp,qe USjAp#q}

j=1
Siy1 = {z[{z} =1Nl mit 1,I' € L}

Desweiteren sei Sy, := [Ji2; S; die Menge aller so entstehenden Schnittpunk-
te.

Diese Ausarbeitung beschéftigt sich mit der Frage, in welcher Region
K (S) die Schnittpunkte aus S, dicht sind und in welchen Ausnahmefillen
diese Punkte in keiner Menge mit nichtleerem Inneren, also beispielweise
nicht auf einer Geraden oder einem Punkt, dicht sind. Dicht bedeutet fiir
zwei Teilmengen A und B des R? mit A C B, dass fiir jeden Punkt b € B jede
Epsilon-Scheibe um diesen Punkt b mindestens einen Punkt aus A enthiilt.

Motiviert wird dieses Problem durch ein anderes: Und zwar das Problem
des Einbettens einer endlichen Punktmenge in einen planaren Graphen mit
minimaler Dilation, wie es von Ebbers-Baumann et al. [1] formuliert wurde.
Hierfiir wird die Knoten-zu-Knoten Dilation in einem ungerichteten Gra-
phen G wie folgt definiert:

ot = ")

wobei p und ¢ Knoten in G sind, 7(p,q) ein kiirzester p-¢-Pfad in G und
|pg| die euklidische Distanz von ¢ zu p ist. Damit beschreibt die Knoten-zu-
Knoten Dilation das Verhéltnis der Lénge eines kiirzesten p-g-Weges in G
zu einer direkten Verbindung dieser beiden Punkte. Die Dilation von G ist
gegeben durch
8(G) = sup c(p: q)
p,q Knoten von G,p#q

Zu einer gegebenen Punktmenge .S, welche in einer Ebene liegt, ist die Di-
lation von S gegeben durch

A(S) :=inf {0(G)|G = (V, E) planarer Graph,S C V und V\S endlich}

Selbst fiir eine einfache Konfiguration, wie zum Beispiel fiinf gleichmé&fig auf
einem Kreis verteilte Punkte, ist es schwer A(S) zu finden. Ebbers-Baumann



et al. [1] konnten zeigen, dass fiir jede Punktmenge S € R? A(S) < 1.1247
gilt.

Eine naive Idee, eine Punktmenge S in einem Graphen mit minimaler
Dilation einzubetten, besteht darin, einen Graphen G = (V, E),S C V zu
finden, so dass dg(p,q) = 1 fiir alle p,q € V,p # ¢ gilt. Angenommen wir
haben einen solchen Graphen G gefunden, dann muss fiir jedes Punktepaar
p,q € S das Liniensegmengt pg Teil des Graphen sein. Da G ein planarer
Graph ist, miissen die Schnittpunkte dieser Liniensegmente ebenfalls in V'
sein. Durch diese Schnittpunkte ergeben sich neue Liniensegmente, die wie-
der auf neue Schnittpunkte fithren kénnen. Falls dieser iterative Vorgang
eine endliche Menge an Schnittpunkten ergibt, dann gilt [S| < oo und fiir
den Graphen G = (V, E) mit S C V gilt [V\S| < oo und §(G) = 1 und somit
A(S) = 1. Folglich kann |So| < oo nur dann gelten, wenn S eine Teilmen-
ge der Knoten eines dilationsfreien Graphen ist, also §(G) = 1 gilt. Diese
Punktmengen werden Ausnahmekonfigurationen genannt und im néchsten
Abschnitt betrachtet. Dies miissen aber nicht die einzigen Konfigurationen
sein, fiir welche A(S) = 1 gilt. Es kénnte auch eine Sequenz geometrischer
Graphen geben, deren Dilation zwar nicht 1 ist, aber gegen 1 konvergiert.
Das Hauptresultat der Arbeit von Griine und Sarvestani [3] zeigt, dass S
in allen Féllen, in denen S keine Ausnahmekonfiguration ist, dicht in ei-
ner nichtleeren Region K (S) ist. K(5) ist der Schnitt aller geschlossenen
Halbebenen, welche alle aufler einem Punkt von S enthalten und wird im
néchsten Abschnitt formal definiert.



2 Ausnahmekonfigurationen

In diesem Kapitel folgt eine Auflistung aller Fille von Dilatations-freien
Graphen[2]. Die Ausnahmekonfigurationen sind eine Teilmenge der Knoten-
menge solcher dilatationsfreien Graphen. Sei P der Weg mit den meistens
Knoten, die auf einer Geraden liegen. Fiir einen Graphen mit fiinf oder
mehr Knoten muss es einen solchen Weg P mit zwei oder mehr Kanten ge-
ben, denn es gibt keine Moglichkeit den K3 in die Ebene einzubetten®. Es
gibt folgende vier Fille mit einer beliebigen Anzahl an Knoten:

(i) Alle Knoten liegen auf P.

(ii) Ein Knoten liegt nicht auf P.

(iii) Zwei Knoten liegen auf gegeniiberliegenden Seiten
von P, und der gerade Pfad zwischen diesen beiden
Knoten l&uft iiber einen Knoten, welcher auf P liegt.

(iv) Zwei Knoten liegen auf gegeniiberliegenden Seiten
von P, und der gerade Pfad zwischen diesen beiden
Knoten kreuzt P nicht.

Es gibt einen weiteren Spezialfall mit 6 Knoten:

(v) Ein Dreieck liegt vollstéindig innerhalb eines an-
deren Dreiecks, wobei jedes Paar von Punkten des in-
neren Dreiecks kolinear mit einem Punkt des dufleren

> A AD

Dreiecks ist.

'Der K5 ist der Graph, welcher aus fiinf Knoten besteht, die jeweils mit allen vier
anderen Knoten verbunden sind. Fiir den Beweis, dass der K5 nicht planar ist siehe [4]
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Abbildung 1: Nicht-dilationsfreie Graphen, schwarz: Ausgangssituation,
blau: interessante Liniensegmente 4+ Schnittpunkte, rot: V-Form

Lemma 1 Diese finf Fille sind die einzigen mdglichen Dilatationsfreien-
Graphen.

Beweis. Der Beweis lduft iiber eine Fallunterscheidung. Sei G also ein Graph
mit einem geradlienigen Weg P mit den meisten Kanten, wie oben beschrie-
ben. Falls es hochstens einen Punkt auf jeder Seite von P gibt, dann gehort
G, wie man leicht erkennen kann zu einem der ersten vier Félle. Andernfalls
gibt es mindestens zwei Punkte x und y welche auf der selben Seite von P
liegen und es lassen sich folgende Félle unterscheiden:

1. Falls die Gerade zy durch einen Endknoten p von P lauft, dann lasst
sich eine Teilmenge mit fiinf Knoten bilden (die z, y, den Endkno-
ten auf P sowie zwei weitere Knoten, nennen wir sie ¢ und b, auf P
enthélt), die eine V-Form bilden. Dabei bildet der Endknoten p von
P die Spitze des Vs und die Knoten a,b,p sind kollinear, und auch
p, 2,y sind kollinear. O.B.d.A. seien x und a die auf den beiden Gera-
den néher an p liegenden Punkte. Dann entsteht durch den Schnitt der
Liniensegmente xb und ya ein Punkt m. Dieser bildet mit den Punk-
ten a, b, p, x wieder eine V-Form, wobei diesmal b die Spitze bildet und
jeweils p,a und b als auch x, m und b kollinear sind (siche Abbildung
1la). Die konvexe Hiille dieser fiinf Punkte ist kleiner als die der ersten
gewahlten fiinf Punkte. Da man diese Konstruktion iterativ anwen-
den kann, verkleinert sich somit die V-Form mit jeder Iteration und
es entstehen unendlich viele neue Schnittpunkte.

2. Sollte das Segment xy P nicht schneiden, so ergibt sich durch den
Schnitt der Liniensegmente von vier Knoten eine V-Form wie eben,
mit den selben Konsequenzen (siche Abbildung 1b).

3. Es bleibt also nur noch der Fall iibrig, dass P nur aus drei Punkten be-
steht und die Gerade xy den Punkt P genau in ihrem mittleren Punkt
schneidet, der Graph also die Form eine Ts hat. Wiirde P némlich aus
mehr als drei Punkten bestehen, liele sich einer der ersten beiden Félle



anwenden. Auch wenn weitere Punkte auf der zy-Seite von P liegen,
welche nicht kollinear mit dem mittleren Punkt von P und x und y
sind, ldsst sich einer der ersten beiden Fille anwenden. Liegen mehr
als die beiden Punkte x und y mit dem mittleren Punkt von P auf
einer Geraden, so ist dies ein Widerspruch zur Definition von P, da
es damit einen Weg mit mehr Punkten auf einer Geraden gibt. Ohne
Einschréinkung der Allgemeinheit sei angenommen, dass x naher an
P liege als y. Dieser Fall gehort zu den Ausnahmekonfigurationen, es
sei denn, es befindet sich mindestens ein weiterer Punkt z auf der ge-
geniiberliegenden Seite von P. Damit betrachten wir also eine Menge
von genau sechs Punkten. Dort gibt es wieder eine Fallunterscheidung:

(a) Die Gerade xz schneidet P, dann ergibt sich durch diesen Schnitt-
punkt wieder eine V-Form (siehe Abbildung 1c).

(b) z, z und ein Endpunkt von P liegen auf einer Geraden, dann
ergibt sich die Ausnahmekonfiguration (v)

(¢) Weder (a) noch (b) treffen zu, dann schneidet xzz ein von y und
einem Endpunkt von P aufgespanntes Liniensegment, so dass wie-
der ein V entsteht (sieche Abbildung 1d).

3 Der Kandidat

In diesem Abschnitt wird die Region K (S) formal definiert, in welcher die
Menge S, dicht ist. Bis wir diesen Zusammenhang bewiesen haben, nennen
wir K(S) den Kandidaten.

Definition 2 Der Kandidat K (S) wird definiert als der Schnitt aller ge-
schlossenen Halbebenen, welche alle Punkte aus 57 bis auf einen enthalten:

KS)=( () H

peS1 HOS\{p}

Im folgenden Lemma zeigen wir einige grundlegende Eigenschaften von
K(S). Die wichtigste ist, dass es keine Schnittpunkte auflerhalb von K (S)
geben kann.

Lemma 3
1. Falls der Kandidat K(S) nicht leer ist, ist er ein konvexes Polygon.
2. Jede Ecke von K(S) gehirt zu S1 U Ss.

3. Jeder Schnittpunkt liegt innerhalb von K(S), d.h. Sxx\S C K(S).



Abbildung 2: Der Kandidat K (S) und eine geschlossene Halbebene H, wel-
che alle aufler einen Punkt enthalt

Abbildung 3: Jeder Eckpunkt von K (.S) muss ein Element von S; U .Ss sein.



Beweis. 1. Die Konvexitét folgt direkt aus der Definition, da K(S) ein
Schnitt von konvexen Mengen ist. Betrachtet man die Definition, so erkennt
man, dass es ausreicht, fiir jeden Punkt p € S nur die Halbebenen zu be-
trachten, welche mindestens zwei Punkte aus S auf ihrer Begrenzung liegen
haben. Da S eine endliche Menge ist, folgt daraus, dass die Anzahl der zu
schneidenden Halbebenen endlich ist, und somit ist K (S) ein Polygon.

2. Zur Veranschaulichung betrachte Abbildung 3. Seien e; und ey zwei
benachbarte Kanten des Polygons K (S) welche sich im Knoten v treffen.
Desweiteren seien [; und [ die Geraden durch diese Kanten. Der Argu-
mentation aus dem ersten Teil folgend liegen auf jeder der beiden Geraden
mindestens zwei Punkte von Si. Falls zwei Punkte p1, g1 € S1 auf [y auf ge-
geniiberliegenden Seiten von v liegen und dquivalent zwei Punkte pa, g2 € 51
auf o auf gegeniiberliegenden Seiten von v liegen, wie in Abbildung 3a ge-
zeigt, so gehort der Knoten v zu So, da es der Schnittpunkt von pyq; und
P2qo ist.

Andernfalls haben wir die Situation, welche in Abbildung 3b gezeigt ist,
dass bei einer Kante, nehmen wir an es ist e, alle Punkte S Ny auf einer
Seite von v liegen. Sei p; der Punkt aus S N[y, welcher am néchsten zu v
liegt. Angenommen v gehort nicht zu Sp, dann kénnen wir die Halbebene Hy,
welche zur Kante e; gehort, so um p; drehen, dass die gedrehte Halbebene
ﬁl immer noch alle Punkte aus S; bis auf einen enthélt, aber nicht mehr
v € K(95). Dies ist ein Widerspruch zur Definition von K(S), denn K(S)
muss innerhalb von H; liegen.

3. Sei H eine geschlossene Halbebene welche alle Punkte aus S enthélt
bis auf p. Dann miissen alle Schnittpunkte der nichsten Generation S3\S;
in H liegen, da alle Liniensegmente ls, die aus den Punkten Sp\p entstehen,
vollstdndig innerhalb von H liegen, und damit auch ihre Schnittpunkte in-
nerhalb von H liegen. Die iibrigen Liniensegmente aus Iy treffen sich alle im
Punkt p und haben daher untereinander keine Schnittpunkt. Sie kénnen sich
aber mit den Liniensegmenten aus der ersten Gruppe schneiden, da diese,
wie bereits erwdhnt, vollstdndig innerhalb von H liegen, miissen auch die
Schnittpunkte mit diesen Liniensegmenten in H liegen. Induktiv ergibt sich
Soo\S C H. Da dies fiir jede beliebige der so definierten Halbebenen gilt,
folgt daraus die Annahme, dass jeder Schnittpunkt innerhalb des Kandida-
ten liegt.

(]

4 Ein niitzlicher Spezialfall

In diesem Abschnitt betrachten wir die Startkonfiguration aus Abbildung 4.
Wir gehen also von einer Startkonfiguration S = {A, B,C, D, E, F'} aus, wo-
bei die Punkte A, B, C' ein Dreieck bilden und die iibrigen Punkte D, E, F
jeweils die Mittelpunkte der Strecken AB, BC' bzw. AC sind. Wir wollen



Abbildung 4: Ein niitzlicher Spezialfall

(a) (b) (c)

Abbildung 5: Konstruktion aus Lemma 4

zeigen, dass fiir eine solche Startkonfiguration die Menge der Schnittpunk-
te Sy dicht im Dreieck ADEF ist. Um dies zu beweisen, reicht es aus zu
zeigen, dass S, dicht auf den Seiten des Dreiecks ist, wie durch folgendes
Lemma gezeigt wird:

Lemma 4 Ist S dicht auf den Seiten eines Dreiecks, so sind die Schnitt-
punkte der Liniensegmente, welche die Punkte auf den Seiten des Dreiecks
verbinden, dicht im Innerern des Dreiecks.

Beweis. Betrachte eine beliebige Epsilon-Scheibe fiir einen beliebigen Punkt
innerhalb des Dreiecks. Wihle nun einen beliebigen Punkt aus S, welcher
auf dem Rand des Dreiecks liegt. Betrachtet man nun das Intervall, welches
durch die Tangenten von diesem Punkt an die Epsilon-Scheibe auf dem ge-
geniiberliegenden Rand aufgespannt wird, so muss dort ein Punkt aus S
liegen, da die Menge dicht auf dem Rand ist (Abbildung 5a). Verbindet man



die beiden Punkte auf dem Rand, so erhélt man ein Liniensegment, welches
durch die gewéhlte Epsilon-Scheibe geht. W&hlt man nun wieder einen ge-
eigneten Punkt auf dem Rand und fiihrt die Tangentenkonstruktion an dem
Liniensegmentabschnitt, welcher innerhalb der Epsilon-Scheibe liegt, durch,
so erhélt man wieder ein Intervall auf dem Rand, in dem ein Punkt von S
liegen muss (Abbildung 5b). Damit erhélt man ein zweites Liniensegment,
welches das erste innerhalb der Epsilon-Scheibe schneidet (Abbildung 5c).
Da man dies fiir jede beliebige Epsilon-Scheibe und jeden beliebigen Punkt
aus dem Inneren des Dreiecks durchfithren kann, ist damit gezeigt, dass Sso
dicht ist im Inneren des Dreiecks. O

Wir kénnen uns sogar fiir den Beweis auf eine gewisse Teilmenge Ss C
Seo beschranken, welche wir im Folgenden definieren. Bezeichne 7 := DE U
EF U DF den Rand des Dreiecks ADEF. In jedem Schritt der Iteration
betrachten wir nun nur noch Liniensegmente, welche Punkte auf 7 mit einem
Knoten aus {A, B,C} verbinden und die Schnittpunkte solcher Segmente
mit 7

Definition 5 }
So:={D,E,F}

Vie Ng: L; = {pq\p €Si.qe {A,B,C}}

Siyq = {xm elnNT mit 1 e El}

~=U5

=1
Desweiteren nennen wir den Bruch % € [0,1],k,l € Ny, gg9T'(k,1) =1 k:on—
struierbare Zahl, falls es einen Punkt M € S, auf DE gibt, so dass |‘%Ag‘| =3

gilt.

Die folgende in Abbildung 4 abgebildete Beobachtung enthilt den Haupt-
schritt, wie man eine neue konstruierbare Zahl von einer alten ableiten kann.

Lemma 6 Sei G ein Punkt auf dem Segment EF', so dass igg} = % k,l e

No. Aufierdem sei H der Schnitt von BG und DE. Dann gilt: ||Dg\‘ = ﬁ

Beweis. In unserem Spezialfall sind die Liniensegmente BD und E'F' parallel

zueinander, daraus folgt, dass die Dreiecke AEGH und AD B H &hnlich sind.
|DH| |BD| |EF| I (1)
|\[EH| — |EG| |EG| k

Die zweite Gleichheit gilt, da DBEF ein Parallelogramm ist (|BD| = |EF).
Es folgt also:

|DE| \DHLHHEyl£+1_l+k
|EH| |FH| kK

10



O

Wenn wir statt D und E ein anderes Eckenpaar des Dreiecks ADEF
verwenden, erhalten wir die selben konstruierbaren Zahlen. Auflerdem ha-
ben wir eine einfache Methode, diese Zahlen herzuleiten. Zusammengefasst
bedeutet dies:

Lemma 7

1. Seien P,Q € {D, E, F'} beliebige, unterschiedliche Eckpunkte des Drei-
ecks ADEF, dann ist % genau dann konstruierbar, wenn es einen

Punkt M € Ss auf PQ gibt, so dass ‘\JIDDISH = % gilt.

2. Die Zahl 5 ist genau dann konstruierbar, wenn 1 — % konstruierbar ist.

3. Falls konstruierbar ist, dann ist auch konstruierbar.

k+l

Beweis.

1. Dies wird dadurch impliziert, dass man Lemma 6 auf andere Seiten
des Dreiecks ADEF anwenden konnte. Formal kénnen wir durch eine In-
duktion iiber i beweisen, dass fiir jedes i € INg und jedes % € [0,1],k,1 €
No, g9T'(k,1) = 1, die beiden folgenden Aussagen éiquiva,lent sind:

(a) Es gibt einen Punkt M € S; auf DE mit ‘éj\g" =

(b) Fiir jedes Paar Eckpunkte P,Q € {D,E, F },P # (@ existiert ein

Punkt M € S; auf PQ fiir den gilt ||1133]g|‘

Induktionsanfang ¢ = 0: Trivial, denn (a) und (b) sind beide dquivalent zu
k€ {0,1}. Auch die Implikation (b) = (a) im Induktionsschritt ist trivial.
Der Rest folgt aus der angesprochenen Symmetrie der Argumentation von
Lemma 6.

2. Folgt aus der ersten Aussage. Wihle P := D und Q@ = E, dann gibt
es einen Punkt M € So, auf DE, fiir den gilt: 37l = % « [DM| = [DE| §.
Also gilt auch

k k
|[EM| = |DE| - |DM| = |DE| ~ |DE| 1 = |DE| (1 - 7)

|EM | k
=
|DE] ( l )
3. Sei % eine konstruierbare Zahl. Wahlen wir nun P := F und @ :=

F dann gibt es einen Punkt M € So auf EF, so dass % = % gilt.

Wir definieren G := M und wenden Lemma 6 an. Der Punkt H = BG ﬂ
DE gehért also zu S und geniigt der Gleichung ||gg|‘ = 15 +l Also ist

konstruierbar.

k+l

O

Kommen wir nun zum zentralen Ergebnis dieses Abschnitts:
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Lemma 8 Sei die Startkonfiguration S = {A, B,C,D,E, F} gegeben wie
am Anfang dieses Abschnitts. Dann ist So, dicht in K(S) = ADEF.

Beweis. Wir werden beweisen, dass jede Zahl in [0, 1] N@Q) konstruierbar ist.
Dies ist natiirlich eine dichte Menge in [0, 1]. Also ist S., nach der Definition
der konstruierbaren Zahlen und Lemma 7.1 dicht in 7. Also ist S, dicht in
7 und damit auch dicht in ADEF.

Wir wollen also beweisen, dass jeder Bruch % € [0,1],k,1 € Ny,
99T (k,1) = 1, konstruierbar ist. Dazu verwenden wir eine Induktion iiber n,
welche die Summe iiber Zahler und Nenner von % ist.

Induktionsanfang: n = 1: wir haben also £ = 0 und [ = 1. Die Zahl 0 ist
konstruierbar, dafiir setze einfach M = F.

Induktionsschritt: Angenommen die Aussage gilt fiir alle Falle mit k41 <
n. Betrachte nun einen beliebigen Bruch 4 € (0,1] mit k+1 = n+ 1 und
99T (k,1) = 1.

1. Fall: 0 < % < %: Definiere k' := kund I’ := [—k. Wir haben also k', I’ €
WNo, ggT(K', ') =1,% € (0,1] und 0 < K +1' <k+l=n+1=k+1 <n.
Nach Induktionsannahme ist also ’;—,, konstruierbar. Nach Lemma 7.3 ist auch
ldk—4:l’ = % konstruierbar.

2. Fall: % < % < 1: Wir definieren &’ := [—k und !’ := [. Damit haben wir
K1 € No,ggT(K, 1) = 1,5 € [0,1) und ¥+ < k+l=n+1= K+ <n.
Damit ist nach Induktionsannahme ];_; konstruierbar. Nach Lemma 7.2 ist

K _k

/ .
auch 1 — =7 konstruierbar.

d

5 Dichtheit in einem Dreieck

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass immer dann, wenn S keine Aus-
nahmekonfiguration ist, die Schnittpunkte S, dicht in einem Dreieck sind.
Zunéchst wird mit einem Spezialfall begonnen.

Lemma 9 Sei eine Startkonfiguration S = {A, B,C, D, E} wie in Abbil-
dung 6 gegeben. Die drei Punkte A, B,C sind nicht kolinear. Der Punkt D
liegt auf dem Segment AB, E liegt auf AC. Dann ist Sy, dicht in einem
Dreteck.

Beweis. Fiir den Beweis benutzen wir die Projektion in Abbildung 7. Die
gegebene, zwei-dimensionale geometrische Situation, welche oben beschrie-
ben wurde, liegt in einer affinen Ebene A des R?, welche den Ursprung O
nicht enthilt. Desweiteren betrachten wir eine affine Ebene A’, welche pa-
ralell zu OB und OC liegt und A enthélt. Wir kénnen nun eine Projektion
7w : AABC\BC — A’ definieren, welche jeden Punkt P € AABC\BC' auf

12



Abbildung 6: S ist dicht in AGHI

den Punkt in A’ projiziert, welcher von der Gerade OP getroffen wird. Fiir
jeden Punkt P bezeichnen wir die Projektion 7(P) mit P’.

Grundlegende Argumente aus der projektiven Geometrie zeigen, dass die
Projektion 7 ein Homéomorphismus zwischen AABC\ BC und
T(AABC\BC) ist, also bijektiv und stetig ist, sowie eine stetige Umkehr-
abbildung besitzt. Desweiteren bildet 7 Liniensegmente auf Liniensegmente
ab. Auflerdem sind die Projektionen zweier Liniensegmente, die sich in B
treffen, parallel in A’, analoges gilt fiir zwei Liniensegmente, die sich in C
treffen.

Da sich die Liniensegmente AD und EF in B schneiden, haben wir in A’
die Parallelitit von A’D’ und E'F’, sowie die Parallelitit von A’E" und D' F’
da sich die beiden korrespondierenden Geraden in C' schneiden. Demnach
ist G’ der Mittelpunkt von D'E’, I ist der Mittelpunkt von D’'F’ und H’
ist der Mittelpunkt von E’'F’. Wendet man nun Lemma 8 auf die Startkon-
figuration S" := {D', E', F',G',H',I'} an, so erhélt man die Aussage, dass
die Schnittpunkte S’ dicht sind in AG'H'I’. Da 7 ein Homéomorphismus
ist, ist auch S, dicht in im Dreieck AGH]I. O

Korollar 10 Sei S eine Startkonfiguration mit n > 4 Punkten in der Ebene
in konvexer Lage, d.h. dass mehr als vier Punkte auf dem Rand der konvexen
Hiille der Startkonfiguration liegen. Desweiteren diirfen keine drei Punkte
kollinear sein. Dann ist Soo dicht in einem Dreieck.
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Abbildung 7: Eine hilfreiche Projektion des Dreiecks AABC.

Abbildung 8: S ist dicht in einem Dreieck, falls S = {44, ..., A,,} mehr als
vier Punkte enthélt, welche in konvexen Positionen angeordnet sind.

14



(a) (b)

Abbildung 9: 2. Fall: Die konvexe Hiille von S besteht aus drei Punkten,
und ein weiterer Punkt liegt auf einer der Seiten des Dreiecks

Beweis. Wir benennen die Startpunkte Aq, As, ..., A, gegen den Uhrzei-
gersinn wie in Abbildung 8. Nun definieren wir By := A;A3 N A3 A4 und
By := A1A3N Ay A,. Dann koénnen wir Lemma 9 auf das Dreieck AAsA4A,,
mit By und By auf verschiedenen Seiten des Dreiecks anwenden. Also ist S
dicht in einem Dreieck. O

Lemma 11 Flir jede Konfiguration, die keine Ausnahmekonfiguration ist,
existiert ein Dreieck, in welchem So, dicht ist.

Beweis. Falls die konvexe Hiille ch(.S1) von S; mehr als vier Eckpunkte hat,
ist die Behauptung wegen Korollar 10 erfiillt. Falls die konvexe Hiille genau
drei Eckpunkte A, B und C' hat, konnen folgende Fille auftreten:

1. Fall: Es existieren zwei zusétzliche Startpunkte auf verschiedenen Seiten des
Dreiecks AABC'. Dann folgt die Behauptung direkt aus Lemma 9.

2. Fall: Es existiert ein Startpunkt D auf einer der Seiten von AABC. O.B.d.A.
nehmen wir an, dass es AB ist. Da es sich um keine Ausnahmekonfi-
guration handelt, gibt es einen weiteren Punkt, aber keinen, der auf
AC oder BC liegt. Falls alle anderen Startpunkt aus S\ {4, B,C,D}
entweder auf AB oder C'D liegen, handelt es sich bei der Konfigurati-
on um die Ausnahmekonfiguration (ii) oder (iii). Sonst tritt einer der
folgenden Fille, wie in Abbildung 9 auf:

(a) Alle zusitzlichen Punkte S\ {4, B, C, D} liegen auf AB und CD,
und auf beiden Liniensegmenten liegt mindestens ein zusétzlicher
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Punkt. In diesem Fall konnen wir Lemma 9 auf mindestens eines

der Dreiecke AACD oder ABC' D anwenden.

(b) Es existiert mindestens ein zusétzlicher Punkt F im Inneren des
Dreiecks AABC, welcher aber nicht auf C'D liegt. In diesem Fall
ist ¥ entweder innerhalb des Dreiecks AACD oder innerhalb
von ABC'D. Demnach schneidet entweder das Liniensegment BE
oder AFE das Liniensegment C'D in einem Punkt F. Nun kénnen
wir Lemma 9 auf das Dreieck AABE, mit D und F' auf verschie-
denen Seiten liegend, anwenden.

Abbildung 10: 3. Fall: Die konvexe Hiille von S besteht aus drei Punk-
ten, und kein weiterer Punkt liegt auf den Seiten des Dreiecks

3. Fall: Es gibt keine zusétzlichen Punkte auf den Réndern von AABC. Es
existiert also mindestens ein Punkt D im Inneren des Dreiecks AABC.
Damit es sich nicht um eine Ausnahmekonfiguration handelt, muss es
einen weiteren Punkt geben. Sei A’ der Schnittpunkt von BC' und der
Gerade durch A und D. Definiere B’ und C” analog. Diese drei Punkte
sind iibrigens nicht notwendigerweise Teil von S.. Falls der Rest der
Startpunkte entweder alle auf AA’ oder auf BB’ oder auf CC’ liegen,
erhalten wir die Ausnahmekonfiguration (iii). Ansonsten unterscheiden
wir die folgenden vier Fille, wie in Abbildung 10 gezeigt:

(a) Es existiert ein Punkt F im Inneren von AABC, welcher nicht
auf AA’, BB' oder CC" liegt. O.B.d.A. nehmen wir an, dass F im
Inneren von AABD liegt. Also schneidet CE entweder AD oder

16



BD in einem Punkt F'; wir nehmen an, dass F' auf AD liegt. Die
Punkte B, F und F konnen nicht kollinear sein, denn aufgrund
der Konstruktion sind schon C', E und F kollinear, und weder F
noch F' liegen auf BC. Damit haben wir die selbe Situation wie
im Fall 2.b: Das Dreieck AABD hat den Punkt F' auf einer Seite,
und der Punkt £ liegt im Inneren von AABD.

Mindestens zwei der Liniensegmente AD, BD und C'D enthalten
einen weiteren Punkt. Wenn wir annehmen, dass der Punkt F auf
AD liegt, und der Punkt £’ auf BD, dann kénnen wir Lemma 9
auf das Dreieck AABD anwenden.

Auf mindestens zwei der Liniensegmente A’ D, B’D und C’D liegt
ein weiterer Punkt. Wir kénnen annehmen, dass ein Punkt £ auf
A’'D liegt und ein Punkt F auf B’D. Dann liegt F im Inneren
von ABCD und F im Inneren von AACD. Da A’DB’C konvex
ist, schneidet das Liniensegment E'F' das Liniensegment C'D in
einem Punkt G. Damit haben wir wieder den Fall 2.b fiir das
Dreieck AACD, mit G auf einer Seite und F' im Inneren. Falls A,
F und G kollinear wéren, miissten sie alle auf dem Liniensegment
AA' liegen, denn E, F und G sind kollinear und A und FE liegen
auf AA’. Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass F' im
Inneren von AACD liegt.

Eines der Liniensegmente AD, BD oder C'D enthilt einen zu-
sitzlichen Punkt E, und eines der Liniensegmente A'D, B'D
oder C'D enthilt einen zusitzlichen Punkt F. Wir kénnen an-
nehmen, dass E auf AD liegt. Wenn wir jetzt nur zusétzliche
Punkte auf A’D hitten, wire dies die Ausnahmekonfiguration
(iii). Daher kénnen wir annehmen, dass F' auf B'D liegt. Die an-
deren Fille koénnen analog abgehandelt werden. Alle Startpunkte
aus S\ {A, B,C, D} liegen entweder auf AD oder B'D, da wir
sonst einen der Fille 3.(a),(b) oder (c) hitten. Falls wir nur einen
zusitzlichen Punkt E auf AD, und nur einen Punkt F auf B’'D
haben, und C, E und F kollinear sind, dann haben wir die Aus-
nahmekonfiguration (iv). Andernfalls existiert ein Punkt E auf
AD und ein Punkt F' auf B’D, so dass C, E und F nicht kolline-
ar sind. Dann haben wir den Fall 2.(b) fiir das Dreieck AACD.

Im iibrig bleibenden Fall hat die konvexe Hiille vier Eckpunkte, nennen
wir sie A, B, C' und D gegen den Uhrzeigersinn. Sei O der Schnittpunkt von
AC und BD. Falls alle zusétzlichen Punkte aus S\ {4, B,C,D} auf AC
oder alle Punkte auf BD liegen, haben wir die Ausnahmekonfiguration (iii).
Andernfalls unterscheiden wir zwischen drei Fallen, welche in Abbildung 11
gezeigt sind.

1. Falls ein zusatzlicher Punkt E auf einer Seite des Vierecks ABCD
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(a) (b) (c)

Abbildung 11: Fallunterscheidung, falls die konvexe Hiille von S vier Ecken
hat.

liegt, wir nehmen an, es sei AB, konnen wir Lemma 9 auf das Dreieck
AABC, mit E auf einer Seite und O auf einer anderen Seite, anwenden.

2. Falls alle restlichen Startpunkte auf AC' und BD liegen, und auf beiden
mindestens einer, dann kénnen wir Lemma 9 auf mindestens eines der

Dreiecke AABO,AADO,ABCO oder ACDQO anwenden.

3. Falls ein Punkt F im Inneren des Vierecks, aber nicht auf AC' oder
BD liegt, dann liegt F in einem der Dreiecke AABC oder AACD.
Dies ist der Fall 2.b fiir das Dreieck welches den Punkt E enthélt.

6 Dichtheit im Kandidaten K(5)

Wir haben bewiesen, dass die Schnittpunkte S, dicht in einem Dreieck sind,
falls S keine Ausnahmekonfiguration darstellt. Was zu zeigen bleibt, ist, dass
sie dicht in K (.5) sind.

Lemma 12 Seien L,M und N drei verschiedene Punkte, so dass M auf
dem Liniensegment LN liegt, und seien a und b zwei von M ausgehende
Strahlen auf der selben Seite von line(L, N), wie in Abbildung 12 gezeigt.
Sei Py ein Punkt auf dem Strahl a. Wir definieren nun eine Folge von Punk-
ten induktiv wie folgt: Q; == P;N N b, Piy1 = Q;L Na fir jedes © € Ny.
Dann konvergiert die Punktfolge (Pi)ieNo gegen M auf a und die Punktfolge
(Qi)sen, konvergiert gegen M auf b.

Beweis. Wir konnen dieses Ergebnis mit dem selben Trick beweisen wie
Lemma 9. Wir benutzen die Projektion, welche in Abbildung 13 gezeigt
wird. Die gegebene, zwei-dimensionale geometrische Situation ist in die af-
fine Ebene A des R?, welche den Ursprung O nicht enthilt, eingebettet.
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Abbildung 12: Die Punktfolgen (P;)icn, und (Q;)ien, konvergieren gegen
M.

Desweiteren betrachten wir eine affine Ebene A’ welche parallel zu OL und
ON ist, und den Punkt P, enthélt.

Wir definieren nun eine Projektion = : AP)LN\LN — A’ dadurch,
dass jeder Punkt P € AP)LN\LN auf den Punkt P’ in A’ abgebildet
wird, welcher von der Geraden durch O und P getroffen wird. Grundlegende
Argumente aus der projektiven Geometrie zeigen, dass die Projektion
injektiv ist und Liniensegmente auf Liniensegmente abbildet. Auflerdem sind
die Projektionen zweier Liniensegmente, die sich in M treffen, in A’ parallel,
dasselbe gilt fiir Liniensegmente, welche sich in L oder N treffen.

Daraus folgern wir, dass die projizierten Strahlen a’ := 7(a) und ' :=
7(b) parallel in A’ sind. Durch analoge Argumentation erhalten wir:

PoQo || PLQY || - P/Q; vnd QPY || QiP5 | - QiPiy,

Damit sind also P/P;, ,Q; ,Q; und Q;Q;, P/ ,P/ | Parallelogramme fiir
jedes i € INg. Also gilt

[Pobi| = |QoQi| = [P P| = [@1@af = ...
Diese Gleichung verdeutlicht, dass die Folgen (P));en, und (Q})ien, divergie-
ren, sie konvergieren gegen einen Endpunkt im Unendlichen der Strahlen o’
bzw. V. Dies bedeutet, dass (P;);cn, gegen M konvergiert, da sonst (P!);en,
zu einem anderen, endlichen Punkt auf a’ hétte konvergieren miissen. Analog

folgern wir, dass auch (Q;)ien, gegen M konvergiert.
O

Wir kénnen diese Aussage auf die in Abbildung 14 dargestellte Situation
verallgemeinern. Fiir zwei verschiedene Punkte P, Q) bezeichne line(P, Q) die
Gerade, welche durch beide Punkte verlduft.

19



Abbildung 13: Beweis von Lemma 12 mittels Projektion.

Korollar 13 Seien L und N zwei Punkte, und diesmal sei M ein Punkt,
welcher weder auf dem Segment LN noch kollinear mit L und N ist. Sei
Hjp, die Halbebene welche von line(L, M) begrenzt wird und N nicht enthdlt,
genauso sei Hy die Halbebene welche von line(M, N) begrenzt wird und L
nicht enthdlt. Seien a und b zwei von M ausgehende Strahlen welche im
Inneren von Hp N Hy liegen. Wenn Py ein Punkt auf dem Strahl a ist und
wir die Punktfolgen (P;);cy, und (Qi);cn, analog zu Lemma 12 definieren,
dann konvergieren beide Folgen zu M.

Beweis. Betrachte Abbildung 14. Sei [ eine zu line(L, N) parallele Gerade
durch M. Wir definieren dann L' := [ N PyL und N’ := [N PyN. Da M
auf dem Liniensegment L'N’ liegt, konnen wir Lemma 12 auf L', M, N’,a,b
und Pj := Py anwenden, um zwei Folgen (P/)ien, auf a und (Q})iex, auf
b zu konstruieren, welche gegen M konvergieren. Da offensichtlich |P;M| <
|P/M| N\, 0 und |Q;M| < |Q,M] \, 0 gilt, konvergieren auch (P;);cx, und
(Qi)ien, zu M.
O
Das letzte Werkzeug, welches wir bendtigen, ist das folgende einfache
Lemma, dessen Situation in Abbildung 15 abgebildet ist, und das wir hier
nicht beweisen:

Lemma 14 Sei AABC ein nicht-ausgeartetes Dreieck, das heifit, A, B und
C sind nicht kollinear. Seien desweiteren D und E zwei Punkte in AABC,
welche nicht kollinear mit C sind. Wenn wir nun jeden Punkt einer auf
AB dichten Menge S mit C' verbinden, dann sind die Schnittpunkte der
resultierenden Liniensegmente mit DE dicht auf DFE.

Bevor wir die Hauptaussage beweisen, fiihren wir eine niitzliche Notation
ein:
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Abbildung 14: Auch diese Punktfolgen (F;);en, und (Qi)ien, konvergieren
gegen M.

Definition 15 Sei C ein konvexes Polygon und sei P ein Punkt auflerhalb
von C. Wir schreiben fiir jede Menge S C R? ch(S), um die konvexe Hiille
von S zu bezeichnen. Wir definieren den Sichtbarkeitskegel von P in Bezug
auf C durch:

V(P,C) :=ch({P} UC)\C.
Wir nennen die beiden Kanten von V(P,C), welche zu P adjazent sind, die
Tangenten von C durch P (siche Abbildung 16).

Damit sind wir soweit vorbereitet, dass wir die Hauptaussage dieses Arti-
kels beweisen konnen. Das folgende Lemma enthélt das fehlende Argument.

Lemma 16 Sei die Startkonfiguration S C R? eine beliebige endliche
Punktmenge. Angenommen, S ist dicht in einem nichtleeren, konveren
Polygon C C ch(S). Sei desweiteren M ein Punkt aus S, so dass M ¢ C
und M kein Eckpunkt von ch(S) ist. Dann ist Ss, dicht in ch({M} UC).

Beweis. Seien Ay, ..., 4,, die Eckpunkte von ch(S) gegen den Uhrzeigersinn.
Wir unterscheiden dann die folgenden beiden Fille, wie in Abbildung 17 zu
sehen.

1. Fall: Falls der Punkt P innerhalb eines Sichtbarkeitskegels V(A;,C) liegt,
gilt V/(M,C) C V(A4;,C). Nach Lemma 14 ist Sy, dicht auf beiden Tan-
genten von C durch P. Dies, zusammen mit der Dichte in C, impliziert,
dass Sy dicht ist in V(M,C) und damit auch dicht in ch({ M} UC) ist.
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Abbildung 15: Wenn S dicht auf AB ist, so sind die Schnittpunkte
{PCNDE|P € S} dicht auf D .

Tangente

Tangente

Abbildung 16: Der Sichtbarkeitskegel V' (P,C) des Punktes P in Bezug auf
C.
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Abbildung 17: Die Fallunterscheidung im Beweis zu Lemma 16.

Falls M auf den Grenzen des Sichtbarkeitskegels V' (A4;,C) liegt, sagt
Lemma 14 nur aus, dass S, dicht ist auf einer Tangente, welche nicht
kollinear ist mit A;. In diesem Spezialfall reicht dies allerdings um aus
die Dichte in ch({M} UC) zu zeigen.

2. Fall: Betrachte Abbildung 18. Der Sichtbarkeitskegel V' (M,C) schneidet
mindestens einen anderen Sichtbarkeitskegel V' (A;,C). Dies sieht man,
wenn man einen Punkt P stetig auf dem Rand von ch(S) bewegt. Bei
irgendeiner Position enthélt der Sichtbarkeitskegel V' (P,C) den Punkt
M. Falls P ein Eckpunkt von ch(S) ist, erhalten wir den 1. Fall. Anson-
sten liegt der Punkt P auf einem Liniensegment A; 4,1, € {1,...,n},
wobei wir A,,+1 wie folgt definieren miissen: A, 11 := A;.

Der Punkt M sieht mindestens eine ganze Kante e von C. Da V (M,C) C V(P,C)
gilt, sieht auch P die ganze Kante e. Die Kante e ist auch von A;

oder A;11 aus sichtbar. Dies kann bewiesen werden, indem man einen

Punkt @ auf A;A;4+1 entlang bewegt. Es kann nicht passieren, dass e
zunéchst von @ aus nicht sichtbar ist, dann sichtbar wird, und wieder
nicht-sichtbar wird. Da e von P aus sichtbar ist, folgt, dass e auch von

A; oder A4 sichtbar sein muss. Dies beweist auch, dass V (M, C) den
Sichtbarkeitskegel V' (A;,C) oder V(A;4+1,C) schneidet.

0.B.d.A nehmen wir an, dass V (M, C) den Sichtbarkeitskegel V(A;,C)
schneidet. Seien M C; und M (), die Tangenten von C durch M. Dann
liegt ein Teil dieser Tangenten, betrachten wir zunéchst M), inner-
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V(A,,C)

P Ai+1

Abbildung 18: Falls M nicht innerhalb eines Sichtbarkegels V' (A4;,C)
liegt, ist Sy dicht in V' (M,C).

halb von V' (M,C). Sei Py der Schnittpunkt von MC; und dem Rand
von V(A;,C). Dann folgt aus Lemma 14, dass die Schnittpunktmenge
Soo dicht ist auf PyC;. Sei Q¢ der Schnittpunkt von M Cj, und A; 1 Fp.
Dann folgt wieder aus Lemma 14, dass S, dicht ist auf QoCj. Wir
konnen dieses Argument nun induktiv anwenden. Im n#chsten Schritt
sind also P1 = AZQO N MC] und Ql = AZ'+1P1 N MCk. Lemma 14
sagt nun aus, dass So, sowohl auf P} Py als auch auf QQ1Qo dicht ist.
Korollar 13 beweist, dass die beiden so definierten Folgen (P;);en, und
(Qi)ien, gegen M konvergieren.

Zusammenfassend ist also S, dicht auf den beiden Tangenten M C}
und MCy. Da es auch in C dicht ist, ist es auch dicht in ch(M UC).

O

Theorem 17 Sei S = S; eine Menge von n Punkten in der Ebene, die
keine Ausnahmekonfiguration darstellt. Dann ist S dicht im Kandidaten

K(S).

Beweis. Falls S keine Ausnahmekonfiguration ist, wissen wir dank Lem-
ma 11, dass Sy dicht in einem Dreieck T ist. Dies bedeutet nach Lemma 3,
T C K(S). Wir wissen ebenfalls dank Lemma 3, dass K(S) ein konvexes
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Polygon ist, dessen Eckpunkte zu S, gehoren. Seien Pp, P, ..., P, die Eck-
punkte von K (S). Dann kénnen wir mit Hilfe von Lemma 16 zeigen, dass
Seo dicht ist in ch(T"U{P;}). Wenden wir wieder Lemma 16 an, so erhalten
wir: Sy ist dicht in ch(T'U{P;, Po}). Wir wiederholen diese Argumentation
n-mal um zu beweisen, dass So, dicht ist in ch(T'U{P;, P, ..., P,}) = K(S).

|
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