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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Berechnung von schdnen per-
spektivischen Projektionen von Punkten und Liniensegmenten im drei-
dimensionalen Raum. Schin bedeutet hierbei, dass sie eine Ausga-
be von Objekten in allgemeiner Lage erzeugen. Auf der Arbeit von
F.Gomez [2] aufbauend werden Projektionen beschrieben die = ein-
deutige,nicht kollineare und nicht kozirkulare Punktmengen erzeugen
sowie Projektionen die Liniensegmente so projizieren dass diese nicht
parallel sind.
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1 Einfiihrung

In vielen Algorithmen der Algorithmischen Geometrie wird die Annahme
gemacht, dass die beteiligten Punkte oder Liniensegmente sich in ,,allgemei-
ner Lage“ befinden. Dies hat den Sinn, dass so bestimmte degenerierte Fille
ausser Acht gelassen werden kénnen und der Algorithmus iiberhaupt korrekt
ausgefiihrt werden kann. Eine allgemeine Lage kann dabei von Fall zu Fall
etwas anderes bedeuten. Z.B. sollen alle z Koordinaten einer Punktmenge
eindeutig sein, keine drei Punkte auf einer Geraden liegen oder auch keine
vier Punkte auf einem Kreis liegen diirfen. Leider kann es in der Realitét
vorkommen dass diese Bedingung nicht immer erfiillt ist. Man kann also
nicht direkt davon ausgehen, dass die berechnete theoretische Komplexitét
eines Algorithmus, der eine solche Bedingung inne hat, auch in der Praxis
die gleiche Laufzeit besitzt oder iiberhaupt korrekt terminiert.

Fine Idee zur Sicherstellung der allgemeinen Lage ist es einen PreProces-
sing Schritt durchzufithren. Dazu wird eine Transformation auf die Objekt-
menge angewandt, die die Objekteigenschaften insofern verédndert, dass der
gewiinschte Algorithmus durchfithrbar ist (die Objekte sich also in allgemei-
ner Lage befinden) und das gewiinschte gleiche Ergebnis liefert, das man
auch ohne die Transformation erhalten sollte. F.Gomez [2] hat sich mit
einer speziellen Transformation, der perspektivischen Projektion von drei-
dimensionalen Punktmengen und Liniensegmenten auf eine 2 dimensionale
Ebene beschiftigt. Die abgebildeten Objekte sollen sich dann auf der Ebene
in allgemeiner Lage befinden. In seiner Arbeit erortert er 5 Projektionen mit
schonen Eigenschaften.

1. Projektionen mit eindeutigen x Koordinaten

2. Projektionen mit eindeutigen  und y Koordinaten
3. Nicht-Kollineare Projektionen

4. Nicht-Kozirkulare Projektionen

5. Keine parallelen Liniensegmente

Auf diese soll in dieser Arbeit nidher eingegangen werden.

2 Grundlagen

2.1 Perspektivische Projektion

Die in den folgenden Kapiteln vorgestellten Algorithmen basieren alle auf
einer gemeinsamen Technik, der perspektivischen Projektion. Im Besonderen
ist die Zentralprojektion relevant. Darum machen wir uns als erstes klar, was
es damit auf sich hat.



Definition 1

Sei II die Projektionsebene und c€ R3\II, dann ist die Zentralprojektion
des Punktes p€ R? definiert als der eindeutig bestimmte Schnittpunkt der
Geraden ¢ + \ép mit der Ebene II

Ein Spezialfall der Zentralprojektion ist die Parallelprojektion, bei der
das Zentrum unendlich weit entfernt liegt und die Projektionsstrahlen damit
parallel verlaufen.

Sei ¢ = (e, Ye, 2¢) € R und II gleich der xy - Ebene.Gesucht sind nun
fiir alle Punkte p der Menge P = {p1,p2,--- ,pn} mit p; = (z4,v:,2;) € R3
die Koordinaten der projizierten Bildpunkte P* = {p}, p3,--- ,p},} mit p; =
(2}, 97,0) € R?

Betrachtet man die x- und y- Abschnitte getrennt, ergibt sich auf Grund
der Strahlensétze folgende Beziehung:

Zex (T — xc)

*
= — 1
Z; Ze — 2 +xC ( )
* Ze*\Yi — Y
yi — C ( (2 C) +yc (2)
Ze Z;

OBdA liege das Projektionszentrum auf der negativen z-Achse im Punkt
¢ = (0,0, z.). Dann vereinfacht sich das ganze zu:

Zc

T = T (3)




Folgende Abbildung beschreibt die gewiinschte Projektion

z z
(wia Yi, zz) '_> (zc _C Zz‘xi’ Ze _C ziyivo) (5)

2.2 Reduktionsbeweise

In den folgenden Kapiteln werden des 6fteren Reduktionen benutzt. Das Ziel
einer Reduktion ist es Relationen verschiedener Probleme aufzuzeigen. Lisst
sich z.B. Problem A auf Problem B so umwandeln, dass die Losung von B
auch die Losung zu A aufzeigt, kann man mit Losen von B auch A 16sen.
Hat nun der Losungsalgorithmus von B eine Laufzeit von z.B. O(nlogn)
und A ldsst sich in O(n) auf B umformen, so kann man A natiirlich in
O(nlogn) 16sen. Kennt man nun die minimale Laufzeit von A sicher und die
von B nicht, und lésst sich A in B schnell genug umformen, so kann man
mit Sicherheit sagen dass B nicht schneller als A 16sbar ist, da man sonst A
schneller 16sen koénnte.

Definition 2 Gegeben zwei Probleme A und B, A ist f(n) losbar durch B,
wenn jede Problemstellung aus A der Grofle n mit einer konstanten Anzahl
an Problemstellungen aus B und O(f(n)) zusétzlicher Zeit losbar ist.

Ein Problem das in dieser Arbeit fiir Reduktionen benutzt wird, ist das
sogenannte 3-SUM Problem:

Gegeben eine Menge S von n ganzen Zahlen.
Gibt es a,b,c€ Smita+b+c=07

Der beste bekannte Algorithmus fiir dieses Problem benétigt ©(n?) Zeit.
Lésst sich also 8-SUM durch das Losen eines anderes Problems lésen, so ist
die Laufzeit von diesem mindestens Q(n?).

Ein weiteres Problem mit diesmal sicherer bekannter unterer Grenze ist
das sogenannte Flement-Findeutigkeits Problem.

Gegeben eine Menge S von n reellen Zahlen {zy, -, x,}.
Gibt es Inidzes ¢ # j mit z; = x; ?

Dieses Problem lésst sich bewiesenermaflen in ©(nlogn) lésen.



3 Projektionen von Punktmengen

3.1 Projektionen mit eindeutigen r Koordinaten

Wir betrachten die in Abschnitt 2.1 definierte Gleichung 5. Gegeben sei also
eine Menge P = {p1,p2,- - ,pn} mit p; = (2;,9i,2;) € R® und gesucht sei
ein Zentrum ¢ = (0,0, 2.), so dass die auf P angewandte Zentralprojektion
eindeutige x-Koordinaten in P* ergibt.

3.1.1 Existenz

Als erstes stellt sich die Frage, ob es immer eine solche Projektion gibt oder
ob es eventuell Punktmengen P gibt, fiir die sich keine perspektivische Pro-
jektion mit eindeutigen 2* Koordinaten finden lasst. Antwort auf diese Frage
liefert Gleichung 3. Man sieht, dass ;x* lediglich von z., z; und z; abhéngt.
Seien p; und p; zwei Elemente aus P, die sich nur durch ihren y Wert unter-
scheiden, also z; = z;,2; = x; und y; # y;. Dann lésst sich kein c(z.) finden,
dass diesen beiden Punkten unterschiedliche x* Koordinaten zuweist. An-
schaulich handelt es sich um Punkte, die in einer gemeinsamen Ebene liegen,
die die zy Ebene parallel zur y-Achse schneidet.

<

Bei n Punkten kann es O(n?) viele solcher Fille geben, es gibt also O(n?)
viele verbotene Ebenen. Da es sich hierbei um eine endliche Anzahl handelt,
und Ebenen eine Dicke von 0 haben, lisst sich daraus schlielen dass es immer
eine perspektivische Projektion mit eindeutigen z*-Koordinaten geben muss.



3.1.2 Berechnung

Da wir jetzt wissen dass sich immer eine solche Projektion finden lésst, stellt
sich als néchstes die Frage, in welcher Laufzeit dies moglich ist.

Theorem 3 Gegeben sei eine Menge von n wverschiedenen Punkten fiir
die gelte: Keine zwei Punkte liegen in einer gemeinsamen Ebene, die die
xy Ebene parallel zur y-Achse schneidet. Dann kann eine Projektion mit
eindeutigen x-Koordinaten in O(nlogn) berechnet werden.

Beweis. Man mache sich klar, dass die angewandte Projektion genau dann
zwei Punkten die gleiche z-Koordinate zuweist, wenn diese mit dem Zen-
trum ¢, projiziert auf die zz-Ebene, auf einer Gerade liegen, diese also in
der xz-Ebene kollinear sind. Da es sich um n Punkte handelt, gibt es O(n?)
viele solcher Geraden.

Betrachten wir nun die Schnittpunkte dieser Geraden mit der z-Achse. Diese
Schnittpunkte ergeben eine Menge von verbotenen Zentren. Eine erste Idee
wére es nun, diese Menge C).5 zu berechnen und alle anderen Punkte als
die gesuchte Losung anzunehmen. Dies wiirde zu einer quadratischen Lauf-
zeit fithren. Wie wir gleich sehen werden, braucht man allerdings nicht alle
moglichen verbotenen Zentren zu betrachten.

Sei
ze > max{z(p))|i=1,--- ,n}

wobei z(p;) die z-Koordinate von p;, und ¢(z.) = (0,0, z.) ein Punkt auf der
z-Achse ist. Ist die Projektion P* mit Zentrum ¢ = ¢(z.) z-eindeutig, haben
wir unser gesuchtes Zentrum gefunden.

Nehmen wir an, dies wére nicht so, dann verschieben wir unser Zentrum
¢(z) mit z > z. kontinuierlich weiter, bis wir ein giiltiges Zentrum gefunden
haben. Sei ¢(z4) das néchstgelegene verbotene Zentrum zu c(z.). Da es sich
bei z. um ein verbotenes Zentrum handelt, gibt es zwei nach z-Koordinaten
sortierte Punkte pj, (zc), Pl (zc), deren & Werte identisch sind. Betrachtet
man nun alle z-sortierten Punkte, stellt man fest dass sich an dieser Stelle
die Reihenfolge der sortierten Punkte dndert, ndmlich genau bei den von
uns betrachteten Punkten mit den Indizes ¢ und I.

Dies tritt natiirlich auch ein, wenn wir das verbotene Zentrum bei z; be-
trachten. Es gibt zwei sortierte Punkte pj, (24),py,, ., (24), die einen gleichen
x Wert besitzen. Die Reihenfolge der nach xz-Koordinaten sortierten Punkte
andert sich. Eine Anderung tritt immer dann auf, wenn zwei Punkte den
gleichen z-Wert besitzen und dies wiederum, wenn wir mit unserem c(z)
eine verbotene Projektion erzeugen. Die beiden Punkte pj, (2a),py,, ., (24)
miissen schon bei ¢(z.) konsekutiv gewesen sein, da es sonst ein anderes
Z €]z, z4] mit einer verbotenen Projektion mit Zentrum c¢(z) geben wiirde,
und ¢(zg) damit nicht mehr das néichste zu ¢(z.) gelegene verbotene Zentrum



wére.Dementsprechend muss man lediglich die sortierten Punktepaare be-
trachten die in ¢(z.) konsekutiv sind und das néchstgelegenste zu z, wihlen.
Als Ergebnis erhilt man ein offenes Liniensegment von giiltigen Zentren,
namlich ¢(z.)e(zq).

Als Laufzeit ergibt sich: Die Projektion benétigt O(n) Laufzeit und Spei-
cherplatz. AnschlieBend werden die n Punkte nach x Wert sortiert und auf
z-Eindeutigkeit iiberpriift, was O(nlogn) Zeit benétigt. Findet man Dupli-
kate, miissen n viele verbotene Zentren berechnet werden, was wiederum
in O(n) erfolgt. Das nichstgelegene Zentrum zu z. ldsst sich auch in O(n)
ermitteln. Damit ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(nlogn). O

In [2] wird noch ein weiterer Algorithmus vorgestellt, der zwar eine um
einen konstanten Faktor hohere Laufzeit hat, jedoch ein unbegrenztes In-
tervall an giiltigen Projektionszentren liefert. Dies kann unter Umstédnden
erwiinscht sein.

Beweis. Als erstes dndere das Koordinatensystem insofern ab, dass al-
le Punkte aus P im ersten Oktanten liegen. Danach rotiere P, sodafl die
Orthogonal-Projektion auf die zz Ebene keine Duplikate mehr erhéilt. Dies
kann in O(nlogn) getan werden, siehe [3]. Man betrachte die orthogonale
Projektion einer Punktmenge auf die xz Ebene, hier P’ genannt. Wie im
vorherigen Beweis benutze man die Tatsache, dass zwei Punkte nach der
perspektivischen Projektion die gleiche z Koordinate besitzen, wenn diese
auf der xz Ebene mit dem Zentrum c(z.) = (0,0, z.) kollinear sind.

Um ein giiltiges Zentrum zu finden, fithre folgende Schritte durch:

Sei a die Steigung zwischen zwei Punkten aus P’



1. Ermittle die maximale Steigung a,,., zwischen zwei Punkten aus P’

2. Finde ein ¢(z.) € (0,0, z.) so daB folgende Bedingung erfiillt ist:

vp' € P :ale,p') > amax

Genauer gesagt reicht es aus wenn an,., eine obere Schranke aller Steigun-
gen ist. Da a(c,p’) fiir alle p’ € P’ grofer ist als die Steigung zwischen
zwei Punkten aus P’, konnen keine zwei Punkte aus P’ mit ¢(z.) auf einer
Geraden liegen, da sonst fiir zwei beliebige Punkte pj, p}; € P’ gelten miisste:

a(c, pi) = a(p}, pj) = alc, pj)

Damit erhélt man eine x eindeutige perspektivische Projektion. Schauen wir
uns die Schritte etwas genauer an:

1. Um die maximale Steigung zu ermitteln betrachte die nach x Koor-
dinaten sortierten Punkte in P’. Wihle die kleinste z-Differenz (un-
gleich Null) zweier konsekutiver Punkte, genannt x,,;,. Dies nimmt
O(nlogn) viel Zeit in Anspruch. Als néichstes berechne die maxima-
le z-Differenz zweier Punkte, genannt z,,.. Diese z-Differenz ist im
Gegensatz zur z-Differenz von allen Punkten aus zu sehen, nicht nur
zwischen direkten Nachbarn (O(n)). Jetzt ldsst sich eine obere Schran-
ke der Steigungen bestimmen als

Zma;r

Umax =

Tmin

2. Sei p, der Punkt, der das Maximum aller z-Werte der Punkte als x
und das Maximum aller y Koordinaten aus P’ als y Koordinate besitzt.
Lege nun eine Gerade mit Steigung —anq, durch diesen Punkt und
berechne den Schnittpunkt mit der z-Achse. Dadurch ist gewéhrleistet,
dass alle Steigungen der Geraden von ¢ durch die Punkte aus P’ eine
Steigung grofler als a,q, besitzen. Der Schnittpunkt ist das gesuchte
Zentrum. O(1)

Insgesamt ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(nlogn). O

3.2 Projektionen mit eindeutigen x und y Koordinaten

Auf der Idee aus Abschnitt 3.1 aufbauend ldsst sich leicht die Frage nach
einer immmer zu findenden Projektion mit eindeutigen x und y Koordina-
ten beantworten und auch den entsprechenden Algorithmus zur Berechnung
eines giiltigen Zentrums angeben.



3.2.1 Existenz

Bei n Punkten kann es wie in Abschnitt 3.1 gezeigt O(n?) viele Ebenen
geben, die die xy Ebene parallel zur y-Achse schneiden. Die selbe Anzahl
gibt es natiirlich auch an verbotenen Ebenen, die die xy Ebene parallel zur x-
Achse schneiden. Da es sich hierbei wieder um eine endliche Anzahl handelt,
und Ebenen eine Dicke von 0 haben, ldsst sich daraus schlielen dass eine
perspektivische Projektion mit eindeutigen = und y Koordinaten immer zu
finden ist.

3.2.2 Berechnung

Theorem 4 Gegeben sei eine Menge n paarweise disjunkter Punkte fiir
die gelte: Keine zwei Punkte liegen auf einer Geraden die parallel zur y
Achse ist und auf keiner Geraden, die parallel zur x Achse ist. Dann kann
eine Projektion mit eindeutigen x und y Koordinaten in O(nlogn) berechnet
werden.

Beweis. Man fiihre zuerst den Algorithmus aus Beweis 1 aus Abschnitt 3.1
durch, sodafl man ein offenes Liniensegment ¢(z.)c(z4) an giiltigen z-eindeutigen
Zentren erhélt. Dies benotigt wie schon gezeigt O(nlogn) Zeit.
Wihle nun ein z, mit 2z, < z. < z4. Handelt es sich bei ¢(z) um ein giiltiges
Zentrum, haben wir unser gesuchtes Zentrum gefunden. Ansonsten suche das
néchstgelegene fiir y verbotene Zentrum c(zy). Dies kann mit dem gleichen
Ansatz wieder in O(nlogn) berechnet werden. Sei zy = min{zq, 2y}, dann
sind alle Punkte aus dem offenen Liniensegment c(z.)c(z,) giiltige Zentren.

O

3.3 Nicht-Kollineare Projektionen

Als néchstes befassen wir uns mit Projektionen die eine gegebene Punkt-
menge P auf eine Ebene so abbilden, dass die projizierte Menge P* keine
drei Punkte enthélt, die auf einer gemeinsamen Geraden liegen, also kolli-
near sind. Diese Eigenschaft hingt lediglich davon ab, wie das Projektions-
zentrum gew#hlt wird, und nicht etwa von der Lage der Ebene im Raum.
Daher lisst sich wieder die xy Ebene als Projektionsebene wihlen.



Zu beachten ist, dass keine giiltige Projektion gefunden werden kann,
wenn drei Punkte schon im Raum kollinear sind. In [3] wird ein Algorithmus
beschrieben, der dies in O(n?) feststellen kann.

Theorem 5 Gegeben sei eine Menge von n unterschiedlichen Punkten.
Dann lisst sich in O(n?) Zeit und Platz entscheiden, ob ein gegebenes Zen-
trum eine nicht-kollineare Projektion erzeugt.

Beweis. Wie lésst sich priifen, ob zwei Punkte aus P* kollinear sind?
Dazu betrachte die dualisierte Menge an Geraden. Der Punkt (a,b) wird
dabei abgebildet auf die Gerade y = ax + b.

(a,b) —y=ax+b

Aus dem Schnittpunkt zweier Geraden dieser dualen Menge lésst sich die
Gerade ablesen, die durch a und b verlduft. Schneiden sich also drei beliebige
Geraden in diesem dualen Raum in ein und der selben Koordinate, existiert
eine Gerade, die durch drei Punkte verlduft, diese also kollinear sind. In [1]
findet sich ein Algorithmus, der die Dualisierung und das Uberpriifen von n
Punkten auf Kollinearit#it mit dieser Methode in O(n?) durchfiihrt.

Als erstes ist also in O(n?) zu priifen, ob sich im Raum drei kollineare
Punkte befinden. Ist dem so, kann keine giiltige perspektivische Projektion
existieren. Falls nicht, iiberpriift man wie oben beschrieben in O(n?) ob die
projizierte Punktmenge drei kollineare Punkte besitzt. Insgesamt ergibt sich
also eine Laufzeit von O(n?). O

Alternativ lisst sich Kollinearitit dreier Punkte auf einer gemeinsamen
Ebene auch folgendermaflen feststellen.
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Lemma 6 Seien p;,pj,p. € R? gegeben. Wenn gilt

x oy 1
.Z‘j yj 1| = O,
z, y. 1

dann sind die 3 Punkte zueinander kollinear.

Beweis. Determinante = 0

= Matrix nicht invertierbar

= Zeilen linear abhéngig

= Es ldsst sich eine Zeile als Linearkombination der anderen Beiden schrei-
ben

= Kollinear O

Weiterhin lésst sich zeigen, dass die Entscheidung, ob ein Zentrum eine
nicht kollineare Projektion erzeugt, 3-SUM hart ist.

Theorem 7 Gegeben eine Menge von n paarweise disjunkten Punkten. Zu
entscheiden ob ein Zentrum eine giiltige nicht-kollineare Projektion erzeugt,

ist 3-SUM hart.

Beweis. Beweis durch Reduktion. Sei {m,...,m,} die Menge ganzer Zah-
len aus 8-SUM. Die Entscheidung ob es drei ganze Zahlen m;, m;, m;, gibt
mit m; +mj+my = 0 lésst sich auf das Kollinearitdtsproblem auf der Ebene
folgendermaflen reduzieren. Dazu bilden wir die Zahlen auf Punkte in der
Ebene folgendermafien ab.

m; — (mi, my)

11



Sind nun drei Punkte (m;, m3), (mj,m?), (my,m3) in der Ebene kollinear,

so gilt m; + m; + my = 0. Dies ldsst sich durch triviale Umformungen
unter zu Hilfenahme von Lemma 6 zeigen. Kénnten wir also das Kollinea-
rititsproblem in der Ebene schneller als in O(n?) 16sen, kénnten wir auch
3-SUM schneller 16sen. Als letztes transformieren wir noch die Punkte in
der Ebene so, dass diese dem Ausgangsproblem entsprechen.
d—1 d—1 .
(miv m?) - (Tm% Tmfv ’L)
Die perspektivische Projektion mit Zentrum (0, 0, d) liefert damit genau wie-
der (m;,m;), womit gezeigt ist dass das Problem 3-SUM hart ist.
O

3.3.1 Existenz

Eine ungiiltige Projektion erhélt man genau dann, wenn das Projektionszen-
trum in einer gemeinsamen Ebene mit drei beliebigen Punkten aus P liegt.
Bei n vielen Punkten gibt es O(n?) viele solcher Ebenen, und damit wieder
eine endliche Azahl von Ebenen, die alle eine Dicke von Null besitzen. Damit
existiert immer eine nicht-kollineare perspektivische Projektion.

3.3.2 Berechnung

Theorem 8 Gegeben eine Menge von n paarweise disjunkten Punkten.
Dann lisst sich eine nicht-kollineare Projektion in O(n?) Zeit und O(n?)
Platz berechnen.

Beweis. Sei P = {p1 = (z1,Y1,24),"** ,Pn = (Tn,Yn, 2n)} eine Menge von
nicht kollinearen Punkten im Raum. Zunéchst berechnet man wie in Ab-
schnitt 3.1 eine z-eindeutige Projektion auf die xy Ebene. Wir erhalten
dabei ein offenes Liniensegment an giiltigen Zentren Weiterhin kénnen wir
alle Punkte durch eine Translation so verschieben, dass gilt

xi>0,yi>0

und
ze > max{zli=1,--- ,n} >0

Als erstes versuchen wir die Projektion mit ¢(z.) = (0, 0, z.) durchzufiihren.
Handelt es sich um ein giiltiges Zentrum, sind wir fertig. Ansonsten sei
c(z) = (0,0, z) ein Punkt auf der z-Achse mit z > z.. Ein Punkt p; wird
dann folgendermaflen abgebildet

z z

Ty,
zZ— Z; z — Z;

Yi, 0)

(‘T% Yi,s Zi) — (

12



Findet man das néchste zu z. auf der z-Achse gelegene verbotene Zen-
trum, hétte man wieder ein offenes Liniensegment an giiltigen Projektions-
zentren gefunden. Dazu bemerke man, dafl wenn man z gegen unendlich
gehen lédsst, p! gegen p; konvergiert.

> 1= lim
Z— Z; Z2—00 2 — Z5

z > Zi,

=1= lim p; = (w;,y)
ZzZ—00

Fiir die duale Menge an Geraden (x;,y;) — y = x;x + y; gilt ebenso

. z
lim ( ;T + Yi) = ;X + yi
Z—00 Z — Z4 z— Z;

Alle Geraden gehen durch einen festen Punkt

fi=(=2.0)

X

Y r

A7

fi 33

Drei Punkte sind kollinear, wenn ihre dualen Geraden einen gemeinsa-
men Schnittpunkt haben. Das néchste verbotene Zentrum findet man, in
dem man die Ebenen bildet die durch drei Punkte aller Dreieckszellen in
A(zq) und diese auf Schnitt mit der z Achse iiberpriift. Der Schnittpunkt
ist ein ungiiltiges Zentrum. Da es maximal O(n?) viele solcher Zellen gibt,
kann dies in O(n?) getan werden. Nun wird noch das niichste zu c(z.) ge-
legene verbotene Zentrum c(zq4) in O(n) gefunden und wieder erhalten wir
ein offenes Liniensegment an giiltigen Zentren c¢(z.)c(zq). Insgesamt ergibt
sich wegen der O(n?) vielen Dreieckszellen eine Laufzeit von O(n?). O

Es stellt sich die Frage, warum es ausreicht alle Dreieckszellen zu be-
trachten. Aufgrund der Kontinuierlichkeit ist klar, dass wenn man z stetig
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wachsen lidsst, nur zwei Knoten im dualen Arrangement zusammenfallen,
die bei der Projektion von c¢(z.) auf einer Kante einer beliebig dimensiona-~
len Zelle gelegen haben miissen. Fallen diese zwei Knoten zusammen, haben
drei Graden einen gemeinsamen Schnittpunkt und wir haben das néchste
verbotene Zentrum gefunden. Um zu verstehen, warum es reicht die Drei-
eckszellen zu betrachten, betrachte man folgende Abbildung.

Angenommen es sollen die Schnittpunkte der drei Geraden ri,r9,73

durch eine stetige Bewegung zu einem Schnittpunkt zusammenfallen OB-
dA. sei der Schnittpunkt (re,r3) durch eine Gerade r4 von den anderen
Beiden abgeschnitten, soda8 (ry,r2) und (r1,73) auf dem Rand eines Vier-
ecks liegen. Jetzt gilt folgendes:
Da es sich um eine stetige Bewegung handelt, muss der Punkt (r2,73), wenn
er in Richtung der anderen beiden Schnittpunkte wandert, auf jeden Fall die
Gerade r4 passieren. Damit ergibt sich zuerst eine andere kollineare Situati-
on, und zwar in dem Dreieck (72,73, 74) und daher reicht es aus sich auf alle
Dreiecke zu beschrinken.

3.4 Nicht kozirkulare Projektionen

Fine perspektivische Projektion von einer Punktmenge im Raum heisst
nicht-kozirkular, wenn sie keine vier kozirkulare Punkte beeinhaltet, wenn
also keine vier Punkte auf einem gemeinsamen Kreis liegen.
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Theorem 9 Gegeben eine perspektivische Projektion von n Punkten auf
der xy Ebene. Zu entscheiden ob diese kozirkular ist bendtigt O(n3) Zeit
und Platz.

Beweis. Um herauszufinden, ob vier Punkte kozirkular sind, betrachten wir
folgende duale Abbildung

(x7y)._>z:$2+y2

Damit werden alle Punkte auf einen Paraboloid angehoben und deren Tan-
gentialebene betrachtet. Jetzt lassen sich folgende Eigenschaften ausnutzen.

1. Drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt dann und genau dann
wenn die drei korrespondierenden Punkte nicht kollinear sind.

2. Vier Ebenen schneiden sich in einem Punkt dann und genau dann
wenn die vier korrespondierenden Punkte nicht kozirkular sind.
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Ob es vier Tangentialebenen gibt die sich in einem Punkt schneiden,
ldisst sich bei n Ebenen in O(n?) Zeit und Platz ermitteln ([1]). O

3.4.1 Existenz

Vier Punkte sind kozirkular, wenn sie auf dem Paraboloid koplanar sind.
Vier Punkte sind koplanar, wenn das von ihnen geformte Tetrahedron ein
Volumen von Null hat, wenn also

Ti Y .TZ2 + yf 1
Tj Y ZL'jQ + yJQ 1 ~0
T Yk SU% + yi 1
T Yy .TUl2 + yl2 1

gilt.

Diese Gleichung gibt uns eine endliche Region von verbotenen Zentren. Da-
her lésst sich immer eine nicht kozirkulare Projektion finden.

3.4.2 Berechnung

Theorem 10 Ein nicht kozirkulares Zentrum lisst sich in O(n®) Zeit und
Platz berechnen.

Beweis. Als erstes wird mit dem Algorithmus aus Abschnitt 3.3 ein Zen-
trum c¢(z.) = (0,0, z.) berechnet dass eine nicht kollineare Projektion lie-
fert. Wenn ¢(z.) auch eine nicht kozirkulare Projektion liefert, haben wir
ein giiltiges Zentrum gefunden. Ansonsten erinnern wir uns, dass ein Punkt
pi = (i, Yi, z;) vom Zentrum (0,0, z), z > z. auf

Ze Ze

*
pz (Z) (ZC_Z’i “ZC—Ziy“ )

abgebildet wird. Lasst man z gegen unendlich gehen, konvergiert p}(z) gegen
(x’h Yi, 0)
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Betrachten wir die oben beschriebenen dualen Tangentialebenen ;. Deren
Normale ist (2x;, 2y;, —1)

z z

;x4 2%
z— Z; z— Z;

z
T2 = 2% ;) + (2% Z/z)2>

yiy—1*<(2*
z — Z; z — Z;

Diese wird diese bei steigendem 2z kontinuierlich in folgende Ebene transfor-
miert
lim 7 : 2 = 2% 2w + 2 % yiy — 1 (27 + y)

Z—00

und gehen alle bei z = 0 durch die fixe Gerade
i 2% w4 2% gy — (2 +yP) =0
dessen Steigung negativ und gleich —x; /y; ist.

Da die Koeffizienten der Ebenen kontinuierlich von z abh#ngen, reicht es
aus die O(n3) verbotenen Regionen zu betrachten, die eine tetraedische Zelle
in c(z.) bilden. Diese miissen dann nur noch mit der z-Achse geschnitten
werden und der néchste zu z. gelegene Schnittunkt z; berechnet werden.
Das offene Liniensegment ¢(z.)c(zq4) ist dann die gesuchte Losung.

Die Berechnung einer nicht-kollinearen Projektion kann in O(n?) erfolgen.
Zu priifen, ob diese auch kozirkular ist, benstigt O(n?). Die Berechnung von
¢(zq) kann auch in kubischer Zeit erfolgen, woraus sich eine Gesamtlaufzeit
von O(n?) ergibt.

O

4 Projektionen von Liniensegmenten

4.1 Nichtparallele Projektionen von Liniensegmenten

In vielen Algorithmen diirfen keine zwei Liniensegmente parallel zueinander
sein. In diesem Abschnitt werden Projektionen beschrieben, die eine Menge
S paarweiser disjunkter Liniensegmente so auf S* projiziert, dass keine von
diesen parallel zueinander sind. Sind in der Menge S Liniensegmente ent-
halten, die sowohl zueinander, also auch zur xzy Ebene parallel sind, ldsst
sich keine geeignete Projektion finden. Als erstes befassen wir uns damit,
wie man solche Fille feststellen kann.
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Lemma 11 Gegeben sei eine Menge von n paarweise disjunkten Linienseg-
menten. Dann lisst sich in O(nlogn) Zeit und O(n) Platz festellen, ob sich
in dieser Menge zwei Segmente befinden die zueinander und zur xy FEbene
parallel sind.

Beweis. S = {s1,- -, sy} sei eine Menge von Liniensegmenten.

a; = (%a;,Ya;s %a;) und b; = (xp,, yp,, 2p;) bezeichne Start bzw. Endpunkt
eines Liniensegments s;. Betrachtet werden von nun an nur noch solche Ge-
raden, die parallel zur xy Ebene sind. Dies kénnen O(n) viele sein. Um
herauszufinden ob zwei Liniensegmente parallel sind, schaut man sich an-
schaulich die positiven Steigungn dieser an und vergleicht sie miteinander.
Dazu verschiebt man die Segmente zunéchst, so dass sich der Startpunkt
im Ursprung des Koordinatensystems befindet. Als nichstes normiert man
die Liniensegmente ,und zwar so, daf} diese einen Schnitt mit dem fiir  po-
sitiven Einheitskreis aufweisen. Dieser Schnittpunkt wird im folgenden als
i bezeichnet. Zwei Segmente s;, s; sind parallel, wenn gilt: 7; = ;. Also
miissen lediglich die n vielen v Werte auf Gleichheit iiberpriift werden. Dafiir
benotigt man O(nlogn) aufgrund der Sortierung. a

Von nun an gehen wir davon aus dass sich keine zu sich und zur zy
parallelen Liniensegmente in der Menge S befinden.

Theorem 12 Gegeben ein Zentrum c € R3, dann ldsst sich in ©(nlogn)
Zeit und ©(n) Platz feststellen, ob die perspektivische Projektion eine Menge
von nichtparallelen Liniensegmenten erzeugt.

Beweis. Dazu fithre man die gleichen Schritte wie im Beweis zu Lemma 11
durch. Dies benéotigt O(nlogn) Zeit. Dass dies auch eine untere Grenze ist
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lésst sich durch einen Reduktionsbeweis zeigen. Dazu reduziere das Element-
Eindeutigkeitsproblem auf unser Entscheidungsproblem in linearer Zeit. Bil-

de die Menge M = {my,--- ,m,} folgendermaflen ab:

.2 .
.12 n—1i
ai:(zvga n )
ci(i+my) n+1—1d
bi:(Z, n Z: n+1 )

Wendet man die perspektivische Projektion darauf an, ergibt sich :
a; = (n,1)
bi = (n+ 1,0+ my)
Und damit ist die Steigung der Geraden:
Yi = my
Daher sind zwei Elemente parallel, wenn zwei Elemente aus M identisch

sind.
Od

4.1.1 Existenz
Sei ¢ = (z,y, z) Zentrum. Zwei Liniensegmente s;, s; mit z; = z; sind genau

dann parallel, wenn gilt:

Ay Ayj
Ax? o Aacj-

AN T T o o L o
yz _ bz a; _(ybz y+y)_(yaz y+y): ybz y_yflz y

* % P
Azf  ap — Z— 2, Z — Zg; Z—2y, 2 Zq
(ybfy B yafy) (ybj_y _ ya]‘_y)
Z—2p; Z—2Za; _ Z*Zb]- Z*Zaj
(rbi—x B xaifm) (:Ebj—r B xajfx)
zZ—2zp, 2—Za, Z—2p; 2=Za,

Dies ldsst sich auf in folgende quadratische Form bringen.

Az?> 4+ Bxz+Cyz+ Dz +Ey+ Fz+G=0

Auflésen nach z ergibt in dieser Gleichung maximal zwei Losungen. Da
wir O(n?) viele solcher Gleichungen haben, kann es auf der z Achse nur
O(n?) viele verbotene Punkte geben. Daher kann immer eine giiltige Pro-

jektion gefunden werden.
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4.1.2 Berechnung

Theorem 13 Gegeben seien n paarweise disjunkte Liniensegmente, dann
liasst sich ein giiltiges Zentrum einer nicht-parallelen Projektion in O(nlogn)
Zeit und O(n) Platz berechnen.

Beweis. Ein naiver Ansatz wire, alle O(n?) Schnittpunkte der Quadriken
mit der z-Achse zu berechnen und die restlichen Punkte als Lésung anzuneh-
men. Dies wiirde O(n?) Zeit in Anspruch nehmen. Stattdessen berechne die
vi(z) fiir ein erstes Zentrum c(z) = (0,0, z) mit z > max(z;,i = 1,...,n) .
Falls alle v;(z) paarweise verschieden sind, sind wir fertig. Ansonsten miissen
wir ein neues giiltiges Zentrum finden. Wir suchen das néchste zu z gelegene
verbotene Zentrum c(z4) auf der z-Achse. Haben wir dies gefunden, ldsst
sich ein offenes Liniensegment von giiltigen Zentren angeben. Aufgrund der
Kontinuierlichkeit von ~; reicht es die Quadriken der O(n) vielen direkt be-
nachbarten 7;(z) auf Schnitt mit der z-Achse zu priifen. Da hierzu n viele
Elemente sortiert werden miissen, ergibt sich eine Gesamtkomplexitéit von
O(nlogn). O

5 Fazit

Die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen lassen sich alle in polynomi-
eller Zeit ausfithren und sind ebenso anwendbar auf Punktmengen die sich
in einer gemeinsamen Ebene befinden. Hierfiir hebt man die Punkte durch
eine Rotation um eine Achse innerhalb der Ebene in den drei-dimensionalen
Raum und fiihrt dann die oben beschriebenen Algorithmen durch.

c=(0,0,d)

.
o]

Y
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Dabei ist darauf zu achten, dass man den Rotationswinkel moglichst klein
hélt, um die Punktmenge P* nicht zu stark von P abweichen zu lassen.
In [2] wird darauf noch n#her eingegangen. Auch fiir hohere Dimensionen
sollten die Algorithmen funktionieren, wobei dies noch in Zukunft genauer
ausgearbeitet werden muss.
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